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Ασκήσεις στη Μαθηματική Ανάλυση

Λύσεις του 1ου φυλλαδίου ασκήσεων

Ασκηση 1. Δείξτε ότι

(ι) δεν υπάρχει ρητός αριθμός q, τέτοιος ώστε q2 = 3

(ιι) οι αριθμοί
√
6 και

√
2 +
√
3 είναι άρρητοι.

Λύση. (ι) ΄Εστω ότι υπάρχουν φυσικοί αριθμοί µ , ν (μπορούμε να υποθέσουμε

ότι δεν έχουν κοινό παράγοντα) τέτοιοι ώστε

(
µ

ν
)2 = 3, .

Τότε µ2 = 3ν2, δηλαδή ο µ2
είναι πολλαπλάσιο του 3. Ισχυριζόμαστε ότι τότε

και ο µ είναι πολλαπλάσιο του 3. Πράγματι αν κάτι τέτοιο δεν συμβαίνει ο µ θα

είναι της μορφής 3k + 1 ή 3k + 2. Τότε όμως (3k + 1)2 = 3(3k2 + 2k) + 1 και

(3k+2)2 = 3(3k2+4k+1)+1. Δηλαδή ο µ2
δεν είναι πολλαπλάσιο του 3. ’τοπο!

Επομένως µ = 3k, για κάποιον φυσικό k ⇒ µ2 = 9k2. Τότε ν2 = 3k2 ⇒ ο ν2

άρα και ο ν θα είναι πολλαπλάσια του 3. ’τοπο αφού έχουμε υποθέσει ότι οι µ , ν
δεν έχουν κοινό παράγοντα.

(ιι) ΄Εστω ότι υπάρχουν φυσικοί αριθμοί µ , ν (μπορούμε να υποθέσουμε ότι

δεν έχουν κοινό παράγοντα) τέτοιοι ώστε

µ

ν
=
√
6 .

Τότε µ2 = 6ν2, δηλαδή ο µ2
είναι πολλαπλάσιο του 2 και του 3. Τότε, από το (ι)

και την απόδειξη για το
√
2, ο µ είναι πολλαπλάσιο του 2 και του 3. ’ρα µ = 6k,

για κάποιον φυσικό k ⇒ µ2 = 36k2. Συνεπώς ν2 = 6k2 ⇒ ο ν2 άρα και ο ν θα

είναι πολλαπλάσια του 6. ’τοπο αφού έχουμε υποθέσει ότι οι µ , ν δεν έχουν κοινό

παράγοντα.

(ιι) Αν υποθέσουμε ότι ο
√
2+
√
3 είναι ρητός, τότε και το τετράγωνο του θα είναι

ρητός. Δηλαδή 2 + 3+ 2
√
6 ∈ Q. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί τότε

√
6 ∈ Q.

Ασκηση 2. Να βρείτε τα σημεία συσσώρευσης του συνόλου Q.

Λύση. Αν x ∈ R και ε > 0, τότε από την πυκνότητα του Q στο R έχουμε ότι

υπάρχει q ∈ Q με x < q < x+ ε. Επομένως

Q ∩ [(x− ε, x+ ε) \ {x}] 6= ∅ ,

για κάθε ε > 0 και άρα τα σημεία συσσώρευσης του Q είναι όλο το R.

Ασκηση 3. Να δείξετε, κάνοντας χρήση του ε−δ ορισμού του ορίου συνάρτησης,
οτι

lim
x→2

x2 = 4 .
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Λύση. ΄Εστω ε > 0. Αν θέσουμε

δ = min
{
1,
ε

5

}
,

τότε για |x− 2| < δ έχουμε

|x2 − 4| = |x− 2||x+ 2| < ε

5
5 = ε .

Αφού το ε > 0 ήταν τυχαίο το παραπάνω ισχύει για κάθε ε > 0 και συνεπώς

έχουμε το ζητούμενο.

Ασκηση 4. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
x , αν x ρητός
0 , αν x άρρητος.

Να δείξετε, κάνοντας χρήση του ε− δ ορισμού του ορίου συνάρτησης, οτι

lim
x→0

f(x) = 0 .

Λύση. ΄Εστω ε > 0. Παρατηρούμε κατάρχήν ότι για κάθε x ∈ R έχουμε ότι

|f(x)| ≤ |x| .

Αν επιλέξουμε δ = ε, τότε για κάθε 0 < |x| < δ θα έχουμε ότι

|f(x)| ≤ |x| < ε .

Οπότε

lim
x→0

f(x) = 0 .

Ασκηση 5. Να διατυπώσετε την άρνηση του ε−δ ορισμού του ορίου συνάρτησης.

Λύση. Η άρνηση του ε−δ ορισμού του ορίου συνάρτησης είναι η εξής: υπάρχει

ε > 0, τέτοιο ώστε για κάθε δ > 0 να υπάρχει x ∈ A με 0 < |x − x0| < δ και

|f(x)− α| ≥ ε.
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