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ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2 Ω

ΘΕΜΑ 1: (i)(1,5 μ.) Δίνεται η συνάρτηση u(x, y) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3, x, y ∈ R. Να
βρείτε ολόμορφη συνάρτηση f : C → C ώστε Ref = u, f(0) = 0.

(ii)(1 μ.) ΄Εστω f : C → C ολόμορφη τέτοια ώστε Imf ≥ 0 στο R2
. Να δείξετε ότι η f είναι

σταθερή. [Υπόδειξη: Θ. Liouville.]

ΘΕΜΑ 2: (1 μ.) Να αναπτύξετε σε σειρά Laurent γύρω από το σημείο z0 = −1 τη συνάρτηση

f(z) =
1

z + 1
− 1

(z − 1)2
,

στο ‘‘δακτύλιο’’ |z + 1| > 2.

ΘΕΜΑ 3: (i)(1 μ.) Να δείξετε ότι υπάρχουν ολόμορφες συναρτήσεις φ, ψ : C → C τέτοιες

ώστε

ez−1 = (z−2πi)φ(z) = (z+2πi)ψ(z), ∀z ∈ C, φ(2πi) = ψ(−2πi) = 1, φ′(2πi) = ψ′(−2πi) = 1/2.

(ii)( 2 μ.) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα

∫
γ

z

(ez − 1)2
dz , όπου γ(t) = 8eit, t ∈ [0, 2π].

ΘΕΜΑ 4: (2 μ.) Με αποκλειστική χρήση Μιγαδικής Ανάλυσης, να δείξετε ότι∫ ∞

−∞

x4 cosx

1 + x6
dx =

π

3

[
1

e
− 2Im(aeia)

]
,

όπου a =

√
3 + i

2
. [ Δίνεται ότι a6 = i6 = −1.]

ΘΕΜΑ 5: (1,5 μ.) ΄Εστω f : D = {z ∈ C : |z| < 2} → C μη σταθερή ολόμορφη συνάρτηση
τέτοια ώστε

∀ r ∈ (1, 2), max{|f(z)| : |z| = r } ≤ 1

r − 1
.

Να δείξετε ότι

sup{|f(z)| : |z| < 2} ≤ 1, |f(0)| < 1.

[Υπόδειξη: Εφαρμόστε κατάλληλα την Αρχή Μεγίστου.]
























