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ΕΡΓΑΣΙΑ 4

΄Ασκηση 1. (α) Βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f : R → R που ικανοποιούν την
σχέση f 2(x) = 1, για κάθε x ∈ R.
(β) Βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f : R → R που ικανοποιούν την σχέση f 2(x) =

x2
, για κάθε x ∈ R.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση.
(α) Αν f(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b] δείξτε ότι υπάρχει θ > 0 τέτοιο ώστε f(x) ≥ θ για
κάθε x ∈ [a, b]. Αντίστοιχα, αν f(x) < 0 για κάθε x ∈ [a, b] δείξτε ότι υπάρχει θ > 0 τέτοιο
ώστε f(x) ≤ −θ για κάθε x ∈ [a, b].

(β) Αν |f(x)| > 0 για κάθε x ∈ [a, b] δείξτε ότι υπάρχει θ > 0 τέτοιο ώστε ακριβώς ένα από
τα παρακάτω ενδεχόμενα συμβαίνει: Είτε 1) f(x) ≥ θ για κάθε x ∈ [a, b], ή (2) f(x) ≤ −θ
για κάθε x ∈ [a, b].

΄Ασκηση 3. (α) Αν f : R → R συνεχής με f(q) = 0 για κάθε q ∈ Q, δείξτε ότι f = 0.

(β) Αν f, g : R → R συνεχείς με f(q) = g(q) για κάθε q ∈ Q, δείξτε ότι f = g.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R με τύπο

f(x) =

{
x, αν x ρητός

x2, αν x άρρητος

Βρείτε τα σημεία συνέχειας της f .

΄Ασκηση 5. ΄Εστω f : R → R με f(x) > 0 και limx→−∞ f(x) = limx→+∞ f(x) = 0.
Δείξτε ότι υπάρχει x0 ∈ R στο οποίο η f λαμβάνει μέγιστη τιμή. (Υπόδειξη: Βρείτε
a < 0 < b τέτοια ώστε f(x) < f(0) για κάθε x ∈ (−∞, a) ∪ (b,+∞).)

΄Ασκηση 6. (α) ΄Εστω f : R → R φθίνουσα συνάρτηση και έστω g(x) = f(x)− x, x ∈ R.
Δείξτε ότι (1) η g είναι γνησίως φθίνουσα και (2) g(x) · g (f(x)) ≤ 0, για κάθε x ∈ R.
(β) ΄Εστω f : R → R φθίνουσα και συνεχής συνάρτηση. Δείξτε η f έχει μοναδικό σταθερό

σημείο (δηλαδή υπάρχει μοναδικό x0 ∈ R με f(x0) = x0).
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΄Ασκηση 7. Μια συνάρτηση f : I → R, I διάστημα του R καλείται Lipschitz αν υπάρχει
σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|
για όλα τα x, y ∈ I.

(α) Δείξτε ότι κάθε Lipschitz συνάρτηση είναι συνεχής.

(β) Αν f παραγωγίσιμη με φραγμένη παράγωγο δείξτε ότι η f είναι Lipschitz. Ειδικότερα,
αν |f ′(x)| ≤ C για κάθε x ∈ I, δείξτε ότι |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|, για όλα τα x, y ∈ R.
(Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε το ΘΜΤ)

(γ) Δείξτε ότι η συνάρτηση f(x) =
√
x, x ∈ [0, 1] δεν είναι Lipschitz. (Υπόδειξη:

Χρησιμοποιήστε ότι f ′(0) = lim
x→0

f(x)

x
= +∞).

΄Ασκηση 8. Μια συνάρτηση f : X → R, ∅ ≠ X ⊆ R, καλείται ομοιόμορφα συνεχής
αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ X με |x − y| < δ έχουμε ότι
|f(x) − f(y)| < ϵ. Είναι εύκολο να δούμε ότι κάθε ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση είναι
συνεχής.

(α) Δείξτε ότι κάθε Lipschitz συνάρτηση είναι ομοιόμορφα συνεχής.

(β) Δείξτε ότι τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(1) Η f : X → R είναι ομοιόμορφα συνεχής.
(2) Αν (xn), (yn) ακολουθίες στο X με xn − yn → 0 έχουμε f(xn)− f(yn) → 0.

(γ) Δείξτε ότι η συνάρτηση f : (0, 1] → R με f(x) =
1

x
δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής.

(Υπόδειξη: Θεωρείστε τις ακολουθίες xn =
1

n
και yn =

1

n+ 1
)

(δ) Δείξτε ότι κάθε f : [a, b] → R συνεχής είναι ομοιόμορφα συνεχής (Υπόδειξη: Χρησι-
μοποιήστε το (β) και το Θεώρημα Bolzano-Weierstrass).
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