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Κεφάλαιο IV. Επίλυςθ γραμμικών ΔΕ 2θσ τάξθσ με τθν μζκοδο των δυναμοςειρών 

 

Στο κεφάλαιο αυτό κα μελετιςουμε τθ διαφορικι εξίςωςθ: 

 𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 0.     (1) 

Ππωσ είδαμε μζχρι τϊρα θ ΔΕ (1) ζχει εφκολα καταςκευάςιμο χϊρο λφςεων ςτθ περίπτωςθ 

ςτακερϊν ςυντελεςτϊν, ενϊ όταν οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  είναι μεταβλθτζσ, τότε 

απαιτείται θ γνϊςθ μίασ λφςθσ ϊςτε να προςδιοριςκεί το δεφτερο ςτοιχείο του 

κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων μζςα από τθν μεκοδολογία του υποβιβαςμοφ τάξθσ. 

Ραραμζνει επομζνωσ το ερϊτθμα πωσ προςδιορίηουμε τθ γενικι λφςθ αν δεν γνωρίηουμε 

καμία λφςθ τθσ ΔΕ (1). Αναηθτοφμε λοιπόν μία πιο γενικι μζκοδο καταςκευισ του 

κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων. Μία τζτοια μζκοδοσ βαςίηεται ςτισ δυναμοςειρζσ και 

ονομάηεται μζκοδοσ των δυναμοςειρϊν. 

Η βαςικι ιδζα τθσ μεκόδου είναι θ εξισ: Αντί να προςπακοφμε να εκφράςουμε τθ λφςθ 

μζςω περιοριςμζνου αρικμοφ γνωςτϊν ςυναρτιςεων, να τθν αναηθτιςουμε υπό μορφι 

δυναμοςειράσ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑥𝑜)𝑛 , θ οποία – όταν οι ςυντελεςτζσ είναι γνωςτοί–  

αποτελεί τθν πλθρζςτερθ δυνατι αναπαράςταςθ που μπορεί να ζχει κανείσ για μία 

ςυνάρτθςθ. Άλλωςτε οι ςυναρτιςεισ που κεωροφμε γνωςτζσ, όπωσ οι 𝑒𝑥 , 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑙𝑛𝑥 

δεν εκφράηονται ςε κλειςτι μορφι (μόνο οι πολυωνυμικζσ  και οι ρθτζσ ςυναρτιςεισ) αλλά 

ορίηονται και αυτζσ μζςω κατάλλθλων δυναμοςειρϊν. 

Ραραδείγματα: 

 𝑒𝑥 =  
𝑥𝑛

𝑛 !
∞
𝑛=0 , ∀𝑥 ∈ ℝ,  

𝑐𝑜𝑠𝑥 =  
 −1 𝑛 𝑥2𝑛

 2𝑛 !
∞
𝑛=0 , ∀𝑥 ∈ ℝ ,  

𝑠𝑖𝑛𝑥 =  
 −1 𝑛 +1𝑥2𝑛+1

 2𝑛+1 !
∞
𝑛=0 , ∀𝑥 ∈ ℝ ,  

1

1−𝑥
=   𝑥𝑛∞

𝑛=0  ,     𝑥 < 1, 

ln 1 + 𝑥 =  
 −1 𝑛+1𝑥𝑛

𝑛
∞
𝑛=0     ,  𝑥 < 1,  

Η μζκοδοσ ςυνίςταται ςτο εξισ: Υποκζτουμε τθ λφςθ υπό μορφι δυναμοςειράσ με κζντρο 

το ςθμείο 𝑥𝑜 , 

𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑥𝑜)𝑛 ,    (2) 

και ειςάγοντάσ τθν ςτθ ΔΕ (1) υπολογίηουμε τουσ ςυντελεςτζσ τθσ δυναμοςειράσ.  

Βζβαια, κα πρζπει θ δυναμοςειρά να ςυγκλίνει ςε κάποια περιοχι του 𝑥𝑜 :  𝑥 − 𝑥𝑜  < 𝜌, 

διαφορετικά δεν αναπαριςτά ςυνάρτθςθ και πολφ περιςςότερο λφςθ τθσ διαφορικισ 

εξίςωςθσ. 

Στο ερϊτθμα αν θ μζκοδοσ των δυναμοςειρϊν μπορεί να εφαρμοςτεί πάντα, θ απάντθςθ 

είναι όχι, εξαρτάται από τθν ςυμπεριφορά των ςυναρτιςεων 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  ςτο ςθμείο 𝑥𝑜 . 

(Αν οι ςυντελεςτζσ 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  ι ζνασ από τουσ δφο δεν ορίηονται ςτο  𝑥𝑜 , τότε 

ενδεχομζνωσ και οι λφςεισ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ να μθν ορίηονται ςτο ςθμείο αυτό, 

επομζνωσ δεν μποροφν να αναπαραςτακοφν με δυναμοςειρά τθσ μορφισ (2)). Υπάρχουν 

όμωσ ευρείσ και ενδιαφζρουςεσ κλάςεισ ςυναρτιςεων 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  για τισ οποίεσ 

μποροφμε να προςδιορίςουμε το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων ςτο πλαίςιο τθσ μεκόδου 

των δυναμοςειρϊν. 
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Η πρϊτθ περίπτωςθ που κα μασ απαςχολιςει είναι αυτι των αναλυτικϊν ςυντελεςτϊν. 

Δθλαδι, όταν οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  διακζτουν ανάπτυγμα Taylor ςε κάποια 

περιοχι ενόσ ςθμείου 𝑥𝑜 .  

Οριςμόσ: Αν οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  είναι αναλυτικζσ ςτο 𝑥𝑜  τότε το ςθμείο 𝑥𝑜  

ονομάηεται ομαλό ςθμείο τθσ ΔΕ (1), διαφορετικά καλείται ιδιάηον ι ανώμαλο ςθμείο τθσ 

ΔΕ (1). 

Παραδείγματα: 

Να εξεταςκεί αν το ςθμείο 𝑥𝑜 = 0 είναι ομαλό ςθμείο των παρακάτω ΔΕ 

1) (1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝛼 𝛼 + 1 𝑦 = 0, 𝛼 ∈ ℝ   (Εξίςωςθ Legendre) 

Ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥 =
−2𝑥

(1−𝑥2)
  και ο ςυντελεςτισ 𝑞 𝑥 =

𝛼 𝛼+1 

(1−𝑥2)
. Οι ςυναρτιςεισ αυτζσ είναι 

αναλυτικζσ ςτο μθδζν. Άρα το 𝑥𝑜 = 0 είναι ομαλό ςθμείο τθσ ΔΕ. Τα μόνα ιδιάηοντα ςθμεία 

είναι τα ςθμεία που μθδενίηουν το παρανομαςτι, δθλαδι τα ςθμεία 𝑥1 = ±1. 

2) 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑝2)𝑦 = 0, 𝑝 ∈ ℝ   (Εξίςωςθ Bessel) 

Ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥 =
1

𝑥
  και ο ςυντελεςτισ 𝑞 𝑥 =

(𝑥2−𝑝2)

𝑥2 , άρα το 𝑥𝑜 = 0 είναι ιδιάηον 

ςθμείο τθσ ΔΕ. 

3) 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑝𝑜𝑦′ + 𝑞𝑜𝑦 = 0, 𝑝𝑜 , 𝑞𝑜 ∈ ℝ   (Εξίςωςθ Euler) 

Ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥 =
𝑝𝑜

𝑥
  και ο ςυντελεςτισ 𝑞 𝑥 =

𝑞𝑜

𝑥2, άρα το 𝑥𝑜 = 0 είναι ιδιάηον ςθμείο 

τθσ ΔΕ. 

4) 𝑥𝑦′′ +  𝑒𝑥 − 1 𝑦′ + 𝑥3𝑦 = 0 

Ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥 =
𝑒𝑥−1

𝑥
=

 
𝑥𝑛

𝑛 !
∞
𝑛 =0 −1

𝑥
=

 
𝑥𝑛

𝑛 !
∞
𝑛 =1

𝑥
=  

𝑥𝑛−1

𝑛 !
∞
𝑛=1 =  

𝑥𝑛

 𝑛+1 !
∞
𝑛=0   , επομζνωσ 

είναι αναλυτικι ςτο μθδζν. Επίςθσ θ ςυνάρτθςθ 𝑞 𝑥 = 𝑥2 είναι αναλυτικι ςτο μθδζν. Άρα 

το ςθμείο 𝑥𝑜 = 0 είναι ομαλό ςθμείο τθσ ΔΕ. 

4) 𝑦′′ + 𝑥3𝑦′ +  𝑥𝑦 = 0 

Ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥 = 𝑥3 είναι αναλυτικι ςυνάρτθςθ ςτο μθδζν, όμωσ ο ςυντελεςτισ 

𝑞 𝑥 =  𝑥 δεν είναι αναλυτικι ςυνάρτθςθ ςτο μθδζν. Άρα το 𝑥𝑜 = 0 είναι ιδιάηον ςθμείο 

τθσ ΔΕ. 

Σθμείωςθ: Πταν οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ είναι ρθτζσ ςυναρτιςεισ  (λόγοσ πολυωνφμων) τα 

ιδιάηοντα ςθμεία προςδιορίηονται από τισ ρίηεσ του παρονομαςτι. 

 

1. Λφςεισ υπό μορφι δυναμοςειράσ ςτθ περιοχι ομαλοφ ςθμείου 

Το επόμενο κεϊρθμα εξαςφαλίηει τθν φπαρξθ λφςεων τθσ ΔΕ (1) με τθ χριςθ των 

δυναμοςειρϊν κακϊσ και τον προςδιοριςμό ενόσ ελαχίςτου διαςτιματοσ ςφγκλιςθσ τθσ 

λφςθσ ςειράσ ςε ομαλά ςθμεία. 

Θεώρθμα: Αν το ςθμείο 𝑥𝜊  είναι ομαλό ςθμείο τθ ΔΕ (1),(οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  

είναι αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ ςτο 𝑥𝜊 , δθλαδι αναπτφςςονται ςε δυναμοςειρζσ με κζντρο 

το 𝑥𝜊 ) τότε θ γενικι λφςθ τθσ (1) είναι: 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑥𝑜)𝑛  . (2) 

Οι ςυντελεςτζσ τθσ λφςθσ 𝑎𝑛  μποροφν να προςδιοριςκοφν ςυναρτιςει των 𝑎𝜊  και 𝑎1, οπότε 

θ γενικι λφςθ είναι τθσ μορφισ:  𝑦(𝑥) = 𝑎𝜊𝑦1 𝑥 + 𝑎1𝑦2 𝑥 ,  (3) 

όπου 𝑎𝜊 , 𝑎1αυκαίρετεσ ςτακερζσ και  𝑦1, 𝑦2 γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ υπό μορφι 

δυναμοςειράσ. Αν δίνονται αρχικζσ ςυνκικεσ: 
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 𝑦 𝑥𝜊 = 𝑦𝑜 , 𝑦′ 𝑥𝜊 = 𝑦1 τότε 𝑎𝜊 = 𝑦𝑜 ,    𝑎1 = 𝑦1. 

Επί πλζον, θ ακτίνα ςφγκλιςθσ των δυναμοςειρϊν 𝑦1, 𝑦2 είναι τουλάχιςτον ίςθ με τθν 

ελάχιςτθ ακτίνα ςφγκλιςθσ των δυναμοςειρϊν για τα 𝑝 και 𝑞.  

Από τθ τελευταία πρόταςθ του κεωριματοσ, μποροφμε να βροφμε ζνα κάτω φράγμα για 

τισ ακτίνεσ ςφγκλιςθσ των λφςεων τθσ ΔΕ (1) υπό μορφι δυναμοςειράσ με κζντρο το 𝑥𝜊 , 

αρκεί να προςδιορίςουμε τθν ακτίνα ςφγκλιςθσ των δυναμοςειρϊν για τα 𝑝 και 𝑞. 

Αυτό μπορεί να γίνει με δφο διαφορετικοφσ τρόπουσ: 

1οσ τρόποσ: Να υπολογίςουμε τισ δυναμοςειρζσ για τα 𝑝(𝑥) και 𝑞(𝑥) και να εφαρμόςουμε 

ακριβι κριτιρια-κυρίωσ το κριτιριο του λόγου-για να βροφμε το διάςτθμα ςφγκλιςθσ των 

δυναμοςειρϊν. Ασ παρεμβάλλουμε λοιπόν εδϊ τθν εφαρμογι του κριτθρίου του λόγου για 

τθν απόλυτθ ςφγκλιςθ μίασ δυναμοςειράσ   𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑥𝑜)𝑛 . Σχθματίηουμε τθν απόλυτθ 

τιμι του πθλίκου δφο διαδοχικϊν όρων  
𝛼𝑛 +1 𝑥−𝑥𝑜  𝑛+1

𝛼𝑛  𝑥−𝑥𝑜  𝑛
  και εξετάηουμε το όριο κακϊσ 

𝑛 → ∞ με το 𝑥 ακινθτοποιθμζνο: 

 lim𝑛→∞  
𝛼𝑛+1 𝑥−𝑥𝑜  𝑛+1

𝛼𝑛  𝑥−𝑥𝑜  𝑛
 =  𝑥 − 𝑥𝑜   lim𝑛→∞  

𝛼𝑛+1

𝛼𝑛
 =  𝑥 − 𝑥𝑜  𝐿 

Τότε θ ςειρά ςυγκλίνει απολφτωσ γι αυτι τθν τιμι 𝑥 εάν  𝑥 − 𝑥𝑜   𝐿 < 1 , και αποκλίνει εάν 

 𝑥 − 𝑥𝑜   𝐿 > 1. Εάν  𝑥 − 𝑥𝑜   𝐿 = 1 το κριτιριο δεν αποφαίνεται. 

α) Εάν το 0 <
1

𝐿
= 𝜌 < ∞, τότε θ ςειρά ςυγκλίνει για κάκε  𝑥 − 𝑥𝑜  < 𝜌 και αποκλίνει για 

 𝑥 − 𝑥𝑜  > 𝜌. 

β) Εάν το  
1

𝐿
= 𝜌 = ∞, τότε θ ςειρά ςυγκλίνει για κάκε 𝑥. 

γ) Εάν το  
1

𝐿
= 𝜌 = 0, τότε θ ςειρά ςυγκλίνει μόνο για 𝑥 = 𝑥𝑜 . 

Ο αρικμόσ 𝝆 ονομάηεται ακτίνα ςφγκλιςθσ τθσ δυναμοςειράσ και το διάςτθμα  𝑥 − 𝑥𝑜  < 𝜌 

καλείται διάςτθμα ςφγκλιςθσ τθσ δυναμοςειράσ. 

Παράδειγμα (α): Η δυναμοςειρά   
𝑛

2𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  ζχουμε 

lim𝑛→∞  
𝛼𝑛+1𝑥𝑛+1

𝛼𝑛 𝑥𝑛  = lim𝑛→∞  
 𝑛+1  𝑥𝑛+1

2 𝑛  𝑥𝑛  =  𝑥 lim𝑛→∞  
 𝑛+1 

2 𝑛  
 =  𝑥 

1

2
< 1.  Άρα ςφμφωνα 

με τα παραπάνω θ δυναμοςειρά ςυγκλίνει για  𝑥 < 2 και αποκλίνει για  𝑥 > 2. Η ακτίνα 

ςφγκλιςθσ είναι 𝜌 = 2. 

2οσ τρόποσ: . Πταν θ διαφορικι εξίςωςθ είναι τθσ μορφισ 𝑃(𝑥)𝑦′′ + 𝑄(𝑥)𝑦′ + 𝑅 𝑥 𝑦 = 0, 

όπου 𝑃 𝑥 , 𝑄 𝑥 , 𝑅(𝑥) είναι πολυϊνυμα, οι ςυναρτιςεισ 𝑝 𝑥 =
𝑄(𝑥)

𝑃(𝑥)
  και 𝑞 𝑥 =

𝑅(𝑥)

𝑃(𝑥)
 είναι 

ρθτζσ ςυναρτιςεισ. Σε αυτι τθ περίπτωςθ, εάν οι ςυντελεςτζσ είναι αναλυτικζσ ςτο ςθμείο 

𝑥𝑜 , (𝑃(𝑥𝜊) ≠ 0) υπάρχει ζνασ ευκολότεροσ τρόποσ υπολογιςμοφ τθσ ακτίνασ ςφγκλιςθσ των 

δυναμοςειρϊν με κζντρο το 𝑥𝑜  για τα 𝑝(𝑥) και 𝑞 𝑥 . Αποδεικνφεται από τθ κεωρία των 

μιγαδικϊν ςυναρτιςεων ότι ο λόγοσ δφο τζτοιων πολυωνφμων, ζςτω  
𝑄(𝑥)

𝑃(𝑥)
, διακζτει 

ςυγκλίνον ανάπτυγμα ςε δυναμοςειρά γφρω από το 𝑥𝑜  για το οποίο 𝑃(𝑥𝜊) ≠ 0. Επί πλζον, 

ζχοντασ απλοποιιςει τυχόν κοινοφσ όρουσ των 𝑄(𝑥) και 𝑃(𝑥), θ ακτίνα ςφγκλιςθσ τθσ 

δυναμοςειράσ για το  
𝑄(𝑥)

𝑃(𝑥)
  γφρω από το ςθμείο 𝑥𝜊  είναι ίςθ με τθν απόςταςθ του ςθμείου 

𝑥𝜊  από τθν πλθςιζςτερθ ρίηα, ςυμπεριλαμβανομζνων και των μιγαδικϊν ριηϊν, του 

παρονομαςτι.  
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Παράδειγμα (β): Να βρεκεί θ ακτίνα ςφγκλιςθσ του αναπτφγματοσ Taylor  γφρω από το  

(i) 𝑥𝜊 = 0  και (ii) 𝑥𝜊 = 1  τθσ ςυνάρτθςθσ: 𝑓 𝑥 =
1

𝑥2−2𝑥+2
 

Η εξίςωςθ 𝑥2 − 2𝑥 + 2 = 0 ζχει λφςεισ 𝑥 = 1 ± 𝑖.  

(i) Η απόςταςθ του 𝑥𝜊 = 0 από το 1 + 𝑖 ι το 1 − 𝑖 ςτο μιγαδικό επίπεδο είναι  2 , οπότε θ 

ακτίνα ςφγκλιςθσ του αναπτφγματοσ Taylor τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑓 𝑥  γφρω από το 𝑥𝜊 = 0 

είναι  2. Δθλαδι 𝑓 𝑥 =  𝑎𝑛𝑥𝑛 ,    𝑥 <∞
𝑛=0  2.   

(ii)  Η απόςταςθ του 𝑥𝜊 = 1 από το 1 + 𝑖 ι το 1 − 𝑖 ςτο μιγαδικό επίπεδο είναι:  

  1 − (1 + 𝑖) =  −𝑖 = 1 , οπότε θ ακτίνα ςφγκλιςθσ του αναπτφγματοσ Taylor τθσ 

ςυνάρτθςθσ 𝑓 𝑥  γφρω από το 𝑥𝜊 = 1 είναι 1.  

Δθλαδι, 𝑓 𝑥 =  𝑏𝑛(𝑥 − 1)𝑛 ,    𝑥 − 1 <∞
𝑛=0 1.   

Παράδειγμα (γ): Να βρεκεί  ζνα κάτω φράγμα για τθν ακτίνα ςφγκλιςθσ των λφςεων υπό 

μορφι δυναμοςειράσ γφρω από το δοκζν ςθμείο για τθν διαφορικι εξίςωςθ: 

(1 + 𝑥3) 𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 0,    𝑖  𝑥𝜊 = 0,    𝑖𝑖  𝑥𝜊 = 2 

Ο ςυντελεςτισ 𝑝 𝑥 =
𝑥

1+𝑥3
  και  1 + 𝑥3 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1, 𝑥1,2 =

1

2
± 𝑖

 3

2
  

(i) Η απόςταςθ του   𝑥𝜊 = 0, από τισ ρίηεσ 𝑥1,2 =
1

2
± 𝑖

 3

2
 είναι  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 = 1.  

(ii) Η απόςταςθ του   𝑥𝜊 = 2, από τισ ρίηεσ 𝑥1,2 =
1

2
± 𝑖

 3

2
 είναι  2 −

1

2
− 𝑖

 3

2
 =  3.  

Επομζνωσ, ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ, ςειρά  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  ςυγκλίνει τουλάχιςτον για  𝑥 < 1, 

ενϊ ςτθ δεφτερθ περίπτωςθ θ ςειρά  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 2)𝑛  ςυγκλίνει τουλάχιςτον για 

 𝑥 − 2 <  3, και το διάςτθμα ςφγκλιςθσ είναι τουλάχιςτον:  2 −  3 < 𝑥 < 2 +  3. 

 

Θα εφαρμόςουμε το παραπάνω κεϊρθμα ςτα παραδείγματα που ακολουκοφν. 

Παράδειγμα 1: Να λυκεί θ ΔΕ: 

𝑦′′ + 𝑦 = 0,     − ∞ < 𝑥 < ∞    (1.1) 

Ππωσ γνωρίηουμε οι ςυναρτιςεισ 𝑐𝑜𝑠𝑥 και 𝑠𝑖𝑛𝑥 αποτελοφν ζνα κεμελιϊδεσ ςφνολο 

λφςεων τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ και δεν χρειάηεται θ μζκοδοσ των δυναμοςειρϊν για τθν 

επίλυςθ. Ωςτόςο, το ςυγκεκριμζνο παράδειγμα εξθγεί τθν μζκοδο των δυναμοςειρϊν ςε 

μία ςχετικά απλι περίπτωςθ. 

Για τθν ςυγκεκριμζνθ εξίςωςθ, 𝑝 𝑥 = 0, 𝑞 𝑥 = 1, οπότε κάκε ςθμείο είναι ομαλό.  

Σφμφωνα με το κεϊρθμα θ διαφορικι εξίςωςθ επιδζχεται λφςεισ υπό μορφι 

δυναμοςειράσ: 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 𝑎𝜊 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎3𝑥
3 + ⋯ (1.2)  

θ οποίεσ προφανϊσ ςυγκλίνουν για κάκε 𝑥 ∈ ℝ. Ραραγωγίηοντασ τθν (1.2) 

 𝑦′ 𝑥 =  𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 𝑥𝑛−1,    𝑦′′ 𝑥 =  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 

και αντικακιςτϊντασ ςτθν (1.1) λαμβάνουμε 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 +  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0   (1.3) 

Για να ςυςχετίςουμε τισ δφο ςειρζσ κα πρζπει να μετατοπίςουμε το δείκτθ ςε μία από 

αυτζσ ζτςι ϊςτε να ζχουμε τισ ίδιεσ δυνάμεισ του 𝑥 . Ζτςι ςτο πρϊτο άκροιςμα 

μετατοπίηουμε τον δείκτθ άκροιςθσ κάνοντασ τθν αντικατάςταςθ του 𝑛 − 2 με 𝜅 (οπότε 

όταν το 𝑛 = 2, 𝜅 = 0)  και γίνεται    𝜅 + 2  𝜅 + 1 𝑎𝜅+2
∞
𝜅=0 𝑥𝜅 . Θζτοντασ ξανά όπου 𝜅 = 𝑛 

ζχουμε 
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  𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 +  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0 ⇒                                                                    

 { 𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 +∞
𝑛=0 𝑎𝑛}𝑥𝑛 = 0. 

Ρροκειμζνου να ικανοποιείται θ τελευταία ςχζςθ για όλα τα 𝑥, ο ςυντελεςτισ κάκε 

δφναμθσ του 𝑥 πρζπει να είναι μθδενικόσ. Ζχουμε λοιπόν 

𝑎𝑛+2 = −
𝑎𝑛

 𝑛+1  𝑛+2 
,    𝑛 = 0,1,2 …      (1.4) 

Η ςχζςθ (1.4) είναι θ  αναδρομικι ςχζςθ θ οποία προςδιορίηει κάκε ςυντελεςτι 𝑎𝑛+2 για 

𝑛 = 0,1,2, … με  τον κατά δφο βιματα προθγοφμενό του ςυντελεςτι, δθλαδι είναι μία 

αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 2. 

Ζτςι το 𝑎𝜊  προςδιορίηει το 𝑎2 που με τθ ςειρά του προςδιορίηει το 𝑎4…, δθλαδι όλα τα 𝑎2𝑛  

προςδιορίηονται από το 𝑎𝜊 . 

Το 𝑎1 προςδιορίηει το 𝑎3 που με τθ ςειρά του προςδιορίηει το 𝑎5…, δθλαδι όλα τα 𝑎2𝑛+1 

προςδιορίηονται από το 𝑎1. 

Για να πάρουμε του ςυντελεςτζσ 𝑎2𝑛 , κζτουμε ςτθν αναδρομικι ςχζςθ όπου 𝑛 = 2𝜅 − 2, 

Οπότε θ (1.4) γίνεται: 𝑎2𝜅 = −
𝑎2𝜅−2

 2𝜅−1  2𝜅 
,    𝜅 = 1,2,3 … 

Για 𝜅 = 1,    𝑎2 = −
𝑎𝜊

1∙2
                    

Για 𝜅 = 2,    𝑎4 = −
𝑎2

3∙4
    

Για 𝜅 = 3,    𝑎6 = −
𝑎4

5∙6
                       (α) 

⋮ 

Για 𝜅 = 𝑛,    𝑎2𝑛 = −
𝑎2𝑛−2

 2𝑛−1  2𝑛 
 

Ρολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ ςχζςεισ (α) προκφπτει ότι 

𝑎2𝑛 =
(−1)𝑛 𝑎𝑜

1∙2∙3∙4∙⋯∙ 2𝑛−1  2𝑛 
=

(−1)𝑛

 2𝑛 !
𝑎𝑜  ,   𝑛 = 1,2,3 …  (1.5) 

Για να πάρουμε του ςυντελεςτζσ 𝑎2𝑛+1, κζτουμε ςτθν αναδρομικι ςχζςθ όπου 𝑛 = 2𝜅 − 1, 

οπότε, θ (1.4) γίνεται: 𝑎2𝜅+1 = −
𝑎2𝜅−1

 2𝜅  2𝜅+1 
,    𝜅 = 1,2,3 … 

Για 𝜅 = 1,    𝑎3 = −
𝑎1

2∙3
                    

Για 𝜅 = 2,    𝑎5 = −
𝑎3

4∙5
    

Για 𝜅 = 3,    𝑎7 = −
𝑎5

6∙7
                          (β) 

⋮ 

Για 𝜅 = 𝑛,    𝑎2𝑛+1 = −
𝑎2𝑛−1

 2𝑛  2𝑛+1 
 

Ρολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ ςχζςεισ (β) προκφπτει ότι 

𝑎2𝑛+1 =
(−1)𝑛 𝑎1

1∙2∙3∙4∙⋯∙ 2𝑛  2𝑛+1 
=

(−1)𝑛

 2𝑛+1 !
𝑎1 ,   𝑛 = 1,2,3 …  (1.6) 

Ειςάγοντασ τουσ ςυντελεςτζσ ςτθν εξίςωςθ (1.2), ζχουμε                                                   

𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 =  𝑎𝜊 +  

 −1 𝑛

 2𝑛 !
𝑎𝑜𝑥2𝑛∞

𝑛=1  +  𝑎1𝑥 +  
 −1 𝑛

 2𝑛+1 !
𝑎1𝑥

2𝑛+1∞
𝑛=1  =

𝑎𝜊  1 +  
 −1 𝑛 𝑥2𝑛

 2𝑛 !
∞
𝑛=1  + 𝑎1  𝑥 +  

 −1 𝑛 𝑥2𝑛+1

 2𝑛+1 !
∞
𝑛=1  = 

𝑎𝜊   
(−1)𝑛 𝑥2𝑛

 2𝑛 !
∞
𝑛=0  + 𝑎1   

(−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

 2𝑛+1 !
∞
𝑛=0  = 𝑎𝜊𝑦1 𝑥 + 𝑎1𝑦2 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ   (1.7) 
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Οι ςυντελεςτζσ 𝑎𝜊  και 𝑎1 είναι αυκαίρετοι. Από τθν εξίςωςθ (1.2) και τθν παράγωγό τθσ 

βλζπουμε ότι  𝑦 0 = 𝑎𝜊  και 𝑦′ 0 = 𝑎1, επομζνωσ οι ςυντελεςτζσ 𝑎𝜊  και 𝑎1 

προςδιορίηονται εφόςον δοκοφν αρχικζσ ςυνκικεσ: 𝑦 0 = 𝑦𝜊 , 𝑦′ 0 = 𝑦1. 

 

Είδαμε λοιπόν, ότι με τθ μζκοδο των δυναμοςειρϊν, μζςα από τθν αναδρομικι ςχζςθ (που 

εμπλζκει μόνο δφο όρουσ (𝑎𝑛+2 και  𝑎𝑛 ) μπορζςαμε να υπολογίςουμε τον γενικό τφπο του 

ςυντελεςτι 𝑎𝑛  ςυναρτιςει των ςυντελεςτϊν 𝑎𝑜  και 𝑎1. Οπότε ζχουμε το πλιρθ κακοριςμό 

των δφο δυναμοςειρϊν ωσ λφςεων τθσ ΔΕ που υπειςζρχονται ςτθν αναπαράςταςθ (1.7). 

Γενικότερα, όταν θ αναδρομικι ςχζςθ εμπλζκει δφο ςυντελεςτζσ μποροφμε πάντα να 

προςδιορίςουμε τον γενικό τφπο του ςυντελεςτι 𝑎𝑛  ςυναρτιςει των ςυντελεςτϊν 𝑎𝑜  και 

𝑎1. Αυτό ζχει το όφελοσ ότι μποροφμε να εφαρμόςουμε το κριτιριο του λόγου για να 

βροφμε το διάςτθμα ςφγκλιςθσ των δυναμοςειρϊν λφςεων.  

Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα κάτι τζτοιο δεν είναι αναγκαίο διότι οι ςυντελεςτζσ 𝑝 και 𝑞 

είναι ςτακεροί αρικμοί, οπότε με βάςθ το κεϊρθμα το οποίο μασ εξαςφαλίηει ότι το 

διάςτθμα ςφγκλιςθσ των δυναμοςειρϊν-λφςεων τθσ ΔΕ δεν μπορεί να είναι ςτενότερο από 

το διάςτθμα ςφγκλιςθσ των ςυντελεςτϊν 𝑝, 𝑞, ζπεται ότι οι ςειρζσ ςυγκλίνουν για κάκε 𝑥. 

Επιπλζον, αναγνωρίηουμε ότι θ πρϊτθ ςειρά είναι το ανάπτυγμα Taylor του 𝑐𝑜𝑠𝑥, ενϊ θ 

δεφτερθ ςειρά είναι το ανάπτυγμα Taylor του 𝑠𝑖𝑛𝑥.  

Αν παρόλα αυτά εφαρμόςουμε το κριτιριο του λόγου για τισ δφο δυναμοςειρζσ-λφςεισ 

(1.7)  προκφπτει ότι: 

 lim𝑛→∞  𝑥2  
 2𝑛 !

 2𝑛+2 !
 =  𝑥2  lim

𝑛→∞

1

 2𝑛+1 (2𝑛+2)
=  𝑥2 0 < 1, οπότε θ ςειρά 𝑦1 𝑥  ςυγκλίνει 

για κάκε 𝑥.  

lim𝑛→∞  𝑥2  
 2𝑛+1 !

 2𝑛+3 !
 =  𝑥2  lim

𝑛→∞

1

 2𝑛+2 (2𝑛+3)
=  𝑥2 0 < 1, οπότε θ ςειρά 𝑦2 𝑥  ςυγκλίνει 

για κάκε 𝑥.  

Οι ςειρζσ αυτζσ ςτο διάςτθμα ςφγκλιςθσ ορίηουν τισ ςυναρτιςεισ 𝑦1, 𝑦2, τισ οποίεσ  

μποροφμε να τισ παραγωγίςουμε όρο προσ όρο και να αναπαριςτοφν τισ παραγϊγουσ των 

𝑦1, 𝑦2 όταν αναφερόμαςτε ςε οποιοδιποτε ςθμείο του διαςτιματοσ ςφγκλιςθσ. Αυτό μασ 

βοθκάει να δείξουμε ότι θ Wronskian των 𝑦1, 𝑦2 είναι διάφορθ του μθδενόσ ςτο 𝑥𝜊 = 0 και 

ζτςι εξαςφαλίηεται θ γραμμικι ανεξαρτθςία τουσ. Επομζνωσ, θ ςχζςθ (1.7) είναι θ γενικι 

λφςθ τθσ ΔΕ.  

Επίςθσ, μποροφμε να μελετιςουμε τισ λφςεισ 𝑦1, 𝑦2 και να διαπιςτϊςουμε ότι ζχουν όλεσ 

τισ γνωςτζσ αλγεβρικζσ ιδιότθτεσ τθσ ςυνάρτθςθσ του ςυνθμιτόνου και του θμιτόνου 

αντίςτοιχα. Επομζνωσ, οι ςυναρτιςεισ 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑠𝑖𝑛𝑥, ορίηονται και ωσ λφςεισ τθσ ΔΕ: 

𝑦′′ + 𝑦 = 0. H 𝑦1 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 αποτελεί λφςθ ςτο ΡAΤ: 𝑦 0 = 1, 𝑦′ 0 = 0, ενϊ θ 

𝑦2 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 αποτελεί λφςθ ςτο ΡAT: 𝑦 0 = 0, 𝑦′ 0 = 1. 

Ρολλζσ άλλεσ ςυναρτιςεισ ςθμαντικζσ ςε προβλιματα τθσ μακθματικισ φυςικισ ορίηονται 

επίςθσ ωσ λφςεισ διαφορικϊν εξιςϊςεων υπό μορφι δυναμοςειρϊν, οι οποίεσ δεν 

ςυγκαταλζγονται ςτισ ςτοιχειϊδεισ ςυναρτιςεισ.   
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Παράδειγμα 2: Να λυκεί θ ΔΕ Airy: 𝑦′′ − 𝑥𝑦 = 0, −∞ < 𝑥 < ∞   (2.1) 

Για τθν ςυγκεκριμζνθ εξίςωςθ, 𝑝 𝑥 = 0, 𝑞 𝑥 = −𝑥, οπότε κάκε ςθμείο είναι ομαλό.  

Σφμφωνα με το κεϊρθμα θ διαφορικι εξίςωςθ επιδζχεται λφςθ υπό μορφι δυναμοςειράσ 

𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛         (2.2) 

θ οποία προφανϊσ ςυγκλίνει για κάκε 𝑥 ∈ ℝ. Ραραγωγίηοντασ τθν (2.2) 

 𝑦′ 𝑥 =  𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 𝑥𝑛−1,    𝑦′′ 𝑥 =  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 

και αντικακιςτϊντασ ςτθν (2.1) λαμβάνουμε 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 −  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛+1 = 0     (2.3) 

Μετατοπίηοντασ τον δείκτθ άκροιςθσ τθσ ςειράσ ςτον πρϊτο όρο με τθν αντικατάςταςθ του 

𝑛 − 2 με 𝜅 (οπότε όταν το 𝑛 = 2, 𝜅 = 0) και ςτον δεφτερο όρο με τθν αντικατάςταςθ του 

𝑛 + 1 με 𝜅 (οπότε όταν το 𝑛 = 0, 𝜅 = 1),  και κζτοντασ ξανά όπου 𝜅 = 𝑛 ζχουμε 

   𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 −  𝑎𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 = 0 ⇒                                                                   

2 ∙ 1𝑎2 +  { 𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 −∞
𝑛=1 𝑎𝑛−1}𝑥𝑛 = 0 ⇒  

𝑎2 = 0

𝑎𝑛+2 =
𝑎𝑛−1

 𝑛+1  𝑛+2 
,    𝑛 ≥ 1

  

Η ςχζςθ: 𝑎𝑛+2 =
𝑎𝑛−1

 𝑛+1  𝑛+2 
,    𝑛 ≥ 1 είναι θ αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 3. (2.4) 

Ζτςι το 𝑎𝜊  προςδιορίηει το 𝑎3 που με τθ ςειρά του προςδιορίηει το 𝑎6…, δθλαδι όλα τα 𝑎3𝑛  

προςδιορίηονται από το 𝑎𝜊 . 

Το 𝑎1 προςδιορίηει το 𝑎4 που με τθ ςειρά του προςδιορίηει το 𝑎7…, δθλαδι όλα τα 𝑎3𝑛+1 

προςδιορίηονται από το 𝑎1. 

Το 𝑎5 προςδιορίηει το 𝑎2 που με τθ ςειρά του προςδιορίηει το 𝑎8…, δθλαδι όλα τα 𝑎3𝑛+2 

προςδιορίηονται από το 𝑎2. Πμωσ το 𝑎2 = 0 ⇒ 𝑎3𝑛+2 = 0, 𝑛 ≥ 1. 

Για να πάρουμε του ςυντελεςτζσ 𝑎3𝑛 , κζτουμε ςτθν αναδρομικι ςχζςθ όπου 𝑛 = 3𝜅 − 2, 

Οπότε θ (2.4) γίνεται: 𝑎3𝜅 =
𝑎3𝜅−3

 3𝜅−1  3𝜅 
,    𝜅 ≥ 1 

Για 𝜅 = 1,    𝑎3 =
𝑎𝜊

2∙3
                    

Για 𝜅 = 2,    𝑎6 =
𝑎3

5∙6
    

Για 𝜅 = 3,    𝑎9 =
𝑎6

8∙9
                       (α) 

⋮ 

Για 𝜅 = 𝑛,    𝑎3𝑛 =
𝑎3𝑛−3

 3𝑛−1  3𝑛 
 

Ρολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ ςχζςεισ (α) προκφπτει ότι 

𝑎3𝑛 =
𝑎𝑜

2 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 6 ∙ 8 ∙ 9 ⋯ 3𝑛 − 1  3𝑛 
=

1 ∙ 4 ∙ 7 ⋯ 3𝑛 − 2 

 3𝑛 !
𝑎𝑜  ,   𝑛 ≥ 1 

Για να πάρουμε του ςυντελεςτζσ 𝑎3𝑛+1, κζτουμε ςτθν αναδρομικι ςχζςθ όπου 𝑛 = 3𝜅 − 1, 

οπότε, θ (2.4) γίνεται: 𝑎3𝜅+1 =
𝑎3𝜅−2

 3𝜅  3𝜅+1 
,    𝜅 ≥ 1 και εργαηόμενοι μα παρόμοιο τρόπο 

προςδιορίηουμε του ςυντελεςτζσ:  𝑎3𝑛+1 =
𝑎1

3∙4∙6∙7∙9∙10⋯ 3𝑛  3𝑛+1 
=

1∙2∙5⋯ 3𝑛−1 

 3𝑛+1 !
𝑎1  , 𝑛 ≥ 1 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ Airy είναι:  

 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 𝑎𝜊  1 +  

1∙4∙7⋯ 3𝑛−2 

 3𝑛 !
𝑥3𝑛∞

𝑛=1  + 𝑎1  𝑥 +  
1∙2∙5⋯ 3𝑛−1 

 3𝑛+1 !
𝑥3𝑛+1∞

𝑛=1  =

= 𝑎𝜊𝑦1 𝑥 +  𝑎1𝑦2 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ        (2.5)  



8 
 

Παρατιρθςθ 2.1: (i) Σε αντίκεςθ με το παράδειγμα 1 οι ςυναρτιςεισ  𝑦1, 𝑦2 που ορίηονται 

από τισ δυναμοςειρζσ  εντόσ των αγκυλϊν δεν ςυγκαταλζγονται ςτισ ςτοιχειϊδεισ 

ςυναρτιςεισ που γνωρίηουμε. Οι ςυναρτιςεισ 𝑦1, 𝑦2 είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ, εφόςον 

𝑊 0 =  
1 0
0 1

 = 1 ≠ 0.  

(ii) Οι δφο λφςεισ ονομάηονται ςυναρτιςεισ Airy και ςυμβολίηονται με Ai(x) και Bi(x) 

αντίςτοιχα και ζχει γίνει εκτενισ μελζτθ των ιδιοτιτων τουσ. Από τισ γραφικζσ παραςτάςεισ 

τουσ προκφπτει ότι και οι δφο είναι μονότονεσ (αφξουςεσ) για 𝑥 > 0 και ταλαντωτικζσ για 

𝑥 < 0, με φκίνων πλάτοσ και αυξανόμενθ ςυχνότθτα, κακϊσ αυξάνεται θ απόςταςθ από το 

μθδζν. 

(iii) Η εξίςωςθ Airy περιγράφει τθν κάμψθ ενόσ ομοιόμορφου κάκετου ςτφλου κάτω από 

τθν επίδραςθ του ιδίου του βάρουσ. 

Παρατιρθςθ 2.2: Στα δφο προθγοφμενα παραδείγματα θ αναδρομικι ςχζςθ που 

προζκυψε περιελάμβανε μόνο δφο όρουσ και αυτό είχε ςαν αποτζλεςμα τον προςδιοριςμό 

του γενικοφ τφπου για τον ςυντελεςτι 𝑎𝑛  ςυναρτιςει των 𝑎𝜊  και 𝑎1.  

Αν αντίκετα, θ αναδρομικι ςχζςθ ζχει περιςςότερουσ από δφο όρουσ, τότε ο υπολογιςμόσ 

του γενικοφ όρου τθσ ςειράσ είναι, εν γζνει, αδφνατοσ. Οπότε θ μόνθ ςιγουριά που 

μποροφμε να ζχουμε για το διάςτθμα ςφγκλιςθσ είναι ότι δεν μπορεί να είναι ςτενότερο 

από αυτό των ςυντελεςτϊν 𝑝 και 𝑞. Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ μζκοδοσ των δυναμοςειρϊν 

μασ δίνει μία προςεγγιςτικι αναπαράςταςθ τθσ λφςθσ υπό μορφι μίασ ςειράσ τθσ οποίασ 

μόνο ζνα πεπεραςμζνο –αν και αυκαίρετα μεγάλο – πλικοσ όρων μπορεί να υπολογιςκεί. 

Μία τζτοια ςειρά αν και είναι κατάλλθλθ για αρικμθτικό υπολογιςμό δεν είναι, εν τοφτοισ, 

ςε κζςθ να μασ πει απολφτωσ τίποτα για τισ αλγεβρικζσ ιδιότθτεσ τθσ λφςθσ. 

Παράδειγμα 3: Να λυκεί το Ρ.Α.Τ.: 

𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 2𝑦 = 0, 𝑦 0 = 0, 𝑦′ 0 = 1      (3.1) 

Για τθν ςυγκεκριμζνθ εξίςωςθ, 𝑝 𝑥 = 𝑥, 𝑞 𝑥 = 2, οπότε κάκε ςθμείο είναι ομαλό.  

Σφμφωνα με το κεϊρθμα θ διαφορικι εξίςωςθ επιδζχεται λφςθ υπό μορφι δυναμοςειράσ 

𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛         (3.2) 

θ οποία προφανϊσ ςυγκλίνει για κάκε 𝑥 ∈ ℝ. Ραραγωγίηοντασ τθν (3.2) 

 𝑦′ 𝑥 =  𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 𝑥𝑛−1,    𝑦′′ 𝑥 =  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 

και αντικακιςτϊντασ ςτθν (3.1) λαμβάνουμε 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 +  𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 + 2  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0  (3.3) 

Μετατοπίηοντασ τον δείκτθ άκροιςθσ τθσ ςειράσ ςτον πρϊτο όρο με τθν αντικατάςταςθ του 

𝑛 − 2 με 𝜅 (οπότε όταν το 𝑛 = 2, 𝜅 = 0) και κζτοντασ ξανά όπου 𝜅 = 𝑛 ζχουμε 

   𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 +  𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 + 2  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0 ⇒ 

  𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 +  𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 + 2  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0 ⇒                                                                                                                                

 { 𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 + (𝑛 + 2)∞
𝑛=0 𝑎𝑛}𝑥𝑛 = 0 ⇒ 𝑎𝑛+2 = −

(𝑛+2)𝑎𝑛

 𝑛+1  𝑛+2 
,    𝑛 = 0,1,2 … 

Η ςχζςθ: 𝑎𝑛+2 = −
𝑎𝑛

 𝑛+1 
,    𝑛 = 0,1,2,... είναι θ αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 2. (3.4) 

Επομζνωσ, οι ςυντελεςτζσ με άρτιο δείκτθ, 𝑎2𝑛 , προςδιορίηονται από το 𝑎𝜊  και οι 

ςυντελεςτζσ με περιττό δείκτθ, 𝑎2𝑛+1, προςδιορίηονται από το 𝑎1.  

Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα ζχουμε ζνα Ρ.Α.Τ., για το οποίο οι αρχικζσ ςυνκικεσ είναι 



9 
 

𝑦 0 = 0, 𝑦 ′ 0 = 1. Πμωσ   𝑦 0 = 𝑎𝜊  και 𝑦 ′ 0 = 𝑎1, άρα 𝑎𝜊 = 0 και 𝑎1 = 1. 

Εφόςον 𝑎𝜊 = 0 ⇒ 𝑎2𝑛 = 0, 𝑛 = 1,2, … 

Επομζνωσ από τθν αναδρομικι ςχζςθ ζχουμε να υπολογίςουμε μόνο τουσ ςυντελεςτζσ με 

περιττό δείκτθ. Θζτοντασ ςτθν (3.4) όπου 𝑛 = 2𝜅 − 1, 

οπότε, θ (3.4) γίνεται: 𝑎2𝜅+1 = −
𝑎2𝜅−1

2𝜅
,    𝜅 = 1,2,3 … 

Για 𝜅 = 1,    𝑎3 = −
𝑎1

2∙1
                    

Για 𝜅 = 2,    𝑎5 = −
𝑎3

2∙2
    

Για 𝜅 = 3,    𝑎7 = −
𝑎5

2∙3
                          (α) 

⋮ 

Για 𝜅 = 𝑛,    𝑎2𝑛+1 = −
𝑎2𝑛−1

2𝑛
 

Ρολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ τισ ςχζςεισ (α) και κζτοντασ 𝑎1 = 1 προκφπτει ότι 

𝑎2𝑛+1 =
(−1)𝑛

2𝑛 1∙2∙3∙4∙⋯∙𝑛
=

(−1)𝑛

2𝑛 𝑛 !
 ,   𝑛 = 1,2,3 …     (3.5) 

Ειςάγοντασ τουσ ςυντελεςτζσ ςτθν εξίςωςθ (3.2), ζχουμε                                                   

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 =  𝑥 +  

 −1 𝑛

2𝑛 𝑛 !
𝑥2𝑛+1∞

𝑛=1  =  
 −1 𝑛

2𝑛 𝑛 !
𝑥2𝑛+1∞

𝑛=0 = 

 
𝑥

𝑛 !
 −

𝑥2

2
 

𝑛
∞
𝑛=0 = 𝑥  

 − 
𝑥2

2
 
𝑛

𝑛 !
∞
𝑛=0 = 𝑥𝑒

 − 
𝑥2

2
 
, 𝑥 ∈ ℝ       

Επομζνωσ θ λφςθ ςτο Ρ.Α.Τ. είναι 𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑥𝑒
 − 

𝑥2

2
 
, 𝑥 ∈ ℝ .   (3.6) 

Παράδειγμα 4: Να λυκεί το Ρ.Α.Τ. 𝑦′′ 𝑡 + 𝑒−𝜀𝑡𝑦 𝑡 = 0, 𝑦 0 = 1, 𝑦′ 0 = 0  (4.1) 

Το πρόβλθμα (4.1) αποτελεί το μακθματικό πρότυπο τθσ ταλάντωςθσ ενόσ ελατθρίου χωρίσ 

απόςβεςθ το οποίο ζχει ςυμπιεςκεί κατά μία μονάδα από τθν κζςθ ιςορροπίασ του και του 

οποίου θ ‘ςτακερά’ δίνεται από τθ ςυνάρτθςθ 𝜅 𝑡 = 𝑒−𝜀𝑡 . 

Ο ςυντελεςτισ τθσ ΔΕ 𝑞 𝑡 = 𝑒−𝜀𝑡 =  
(−𝜀𝑡)𝑛

𝑛 !
∞
𝑛=0 ,   𝑡 ∈ ℝ. Επομζνωσ, οι λφςεισ τθσ ΔΕ υπό 

μορφι δυναμοςειράσ κα ςυγκλίνουν για κάκε 𝑡 ∈ ℝ. 

Αναηθτοφμε λφςθ τθσ ΔΕ ςτθ μορφι 𝑦 𝑡 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑡𝑛 .     (4.2) 

Ραραγωγίηοντασ τθν (4.2) ζχουμε 

 𝑦′ 𝑡 =  𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 𝑡𝑛−1,    𝑦′′ 𝑡 =  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=2 𝑡𝑛−2 

και αντικακιςτϊντασ ςτθν (4.1) λαμβάνουμε 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑡𝑛−2 +   

(−𝜀𝑡)𝑛

𝑛 !
∞
𝑛=0    𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑡𝑛 = 0    (4.3) 

Στθ ςχζςθ (4.3) κα πρζπει να χρθςιμοποιιςουμε το γινόμενο Cauchy δφο δυναμοςειρϊν

   𝑎𝑛𝑡𝑛∞
𝑛=0    𝑏𝑛

∞
𝑛=0 𝑡𝑛 =  ( 𝑎𝑘

𝑛
𝑘=0 𝑏𝑛−𝑘

∞
𝑛=0 )𝑡𝑛    (4.4) 

Εφαρμόηοντασ τθν ςχζςθ (4.4) ςτθν εξίςωςθ (4.3) ζχουμε 

 𝑛 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑡𝑛−2 +    

 −𝜀 𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 𝑎𝑛−𝑘 𝑡𝑛∞

𝑛=0 = 0 ⇒                                            

  𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2
∞
𝑛=0 𝑡𝑛 +    

 −𝜀 𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 𝑎𝑛−𝑘 𝑡𝑛∞

𝑛=0 = 0 ⇒    

 {(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2
∞
𝑛=0 + ( 

 −𝜀 𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 𝑎𝑛−𝑘)}𝑡𝑛 = 0 ⇒                                                      

 𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 = −   
 −𝜀 𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 𝑎𝑛−𝑘 ⇒         
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𝑎𝑛+2 = −
1

 𝑛+1  𝑛+2 
  

 −𝜀 𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 𝑎𝑛−𝑘  , 𝑛 = 0,1,2 …    (4.5) 

Η ςχζςθ (4.5) είναι ο αναδρομικόσ τφποσ  ο οποίοσ προςδιορίηει τουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛+2 

ςυναρτιςει των ςυντελεςτϊν 𝑎𝜊 , 𝑎1, … , 𝑎𝑛 . 

Από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ ζχουμε ότι 𝑎𝜊 = 1 και 𝑎1 = 0. 

Οπότε από τθν αναδρομικι ςχζςθ προκφπτει 

Για 𝑛 = 0,       𝑎2 = −
1

1∙2
𝑎𝜊 = −

1

2
 

Για 𝑛 = 1,       𝑎3 = −
1

2∙3
 𝑎1 +

 −𝜀 1

1!
𝑎𝜊 =

𝜀

3!
 

Για 𝑛 = 2,       𝑎4 = −
1

3∙4
 𝑎2 +

 −𝜀 1

1!
𝑎1 +

 −𝜀 2

2!
𝑎𝜊 =

1

2∙3∙4
−

𝜀2

2∙3∙4
=

1

4!
(1 − 𝜀2), κ.λ.π. 

Επομζνωσ θ λφςθ του Ρ.Α.Τ. (4.1) προςεγγιςτικά δίνεται από τθν ςυνάρτθςθ 

𝑦 𝑡 = 1 −
1

2
𝑡2 +

𝜀

3!
𝑡3 +

1

4!
 1 − 𝜀2 𝑡4 − ⋯       (4.6) 

Θεωρθτικά μποροφμε να υπολογίςουμε όςουσ όρουσ κζλουμε, αλλά είναι δφςκολο να 

βροφμε ζνα γενικό τφπο που να μασ προςδιορίηει τουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛  ςυναρτιςει του 𝑎𝜊 . 

Παρατιρθςθ 4.1: Η λφςθ 𝑦 𝑡  όταν το 𝜀 → 0 γίνεται 

 𝑦 𝑡 = 1 −
1

2
𝑡2 +

1

4!
𝑡4 −

1

6!
𝑡6 + ⋯ , που είναι το ανάπτυγμα Taylor του 𝑐𝑜𝑠𝑡, δθλαδι θ 

λφςθ που κα είχαμε ςτθν περίπτωςθ που θ ςτακερά του ελατθρίου 𝜅 = 1, ανεξάρτθτθ του 

χρόνου. Επομζνωσ, θ δφναμθ επαναφοράσ του ελατθρίου ακολουκεί τον γραμμικό νόμο 

του Hooke: 𝐹𝜀𝜆 = 𝜅𝑦(𝑡). 

    Υπάρχουν όμωσ πολλά ενδιαφζροντα προβλιματα που προκφπτουν ςτθ Μακθματικι 

φυςικι που είναι εφικτό ο γενικόσ ςυντελεςτισ τθσ δυναμοςειράσ να υπολογιςκεί ςε 

κλειςτι μορφι οπότε ζχουμε πλιρθ κακοριςμό των δυναμοςειρϊν που υπειςζρχονται 

ςτθν αναπαράςταςθ 𝑦(𝑥) = 𝑎𝜊𝑦1 𝑥 + 𝑎1𝑦2 𝑥 . Αυτό ζχει το όφελοσ ότι μποροφμε να 

εφαρμόςουμε ακριβι κριτιρια για τθν εφρεςθ του διαςτιματοσ ςφγκλιςθσ (κριτιριο του 

λόγου) αλλά το ςθμαντικότερο ότι κάποιεσ φορζσ μποροφμε να προςπακιςουμε να 

ςυνκζςουμε τθ δυναμοςειρά ςε μία κλειςτι μορφι (δθλαδι να περάςουμε από μία 

γνωςτι δυναμοςειρά ςτθ ςυνάρτθςθ που τθν γεννά). 

Πταν αυτό επιτυγχάνεται, είναι ςθμαντικό -πζρα από τθν κομψότθτα του αποτελζςματοσ-

διότι θ ςυνάρτθςθ που ςυνκζτει τθν δυναμοςειρά ςυμπίπτει με αυτιν ςτο διάςτθμα 

ςφγκλιςθσ, αλλά ταυτόχρονα επεκτείνεται ζξω από το διάςτθμα ςφγκλιςθσ –εκεί που θ 

δυναμοςειρά ‘εγκαταλείπει’- αποτελϊντασ λφςθ τθσ ΔΕ ςε όλο το ℝ, πλθν των ςθμείων  

που θ ςυνάρτθςθ απειρίηεται. 

Παράδειγμα 5: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ: 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 6𝑥𝑦′ − 4𝑦 = 0       (5.1) 

Επίλυςθ: Οι ςυντελεςτζσ τθ ΔΕ είναι ρθτζσ ςυναρτιςεισ: 𝑝 𝑥 =
−6𝑥

(1−𝑥2)
, 𝑞 𝑥 =

−4

(1−𝑥2)
 

Ραρατθροφμε ότι οι ςυντελεςτζσ είναι αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ ςτο 𝑥𝑜 = 0 και διακζτουν 

ανάπτυγμα Taylor για  𝑥 < 1.  

Σθμείωςθ: Πταν θ διαφορικι εξίςωςθ ζχει ςυντελεςτζσ ρθτζσ ςυναρτιςεισ τότε θ λυμζνθ 

μορφι δεν είναι θ ενδεδειγμζνθ για τον χειριςμό τθσ.  
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Είναι βοθκθτικό να πολλαπλαςιάςουμε με τουσ παρονομαςτζσ των ςυντελεςτϊν με ςκοπό 

να δθμιουργιςουμε ζνα πιο απλοποιθμζνο αναδρομικά ςχιμα. 

Αναηθτοφμε λφςεισ υπό μορφι δυναμοςειράσ με κζντρο το 𝑥𝑜 = 0 : 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  

Αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ (5.1) προκφπτει 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 −  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=2 𝑥𝑛 − 6  𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 − 4  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0. 

Αλλάηοντασ το δείκτθ ςτον πρϊτο όρο και ομαδοποιϊντασ τουσ υπόλοιπουσ, αποκτοφμε τθ 

ςχζςθ:                                                                                                                                           

 (𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 −  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=2 𝑥𝑛 − 6  𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 − 4  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0 

(αφοφ γίνουν οι μετατοπίςεισ των δεικτϊν, παρατθροφμε ότι το δεφτερο άκροιςμα που αρχίηει από 

𝑛 = 2,  για 𝑛 = 0 και 𝑛 = 1 μθδενίηεται. Επίςθσ, το τρίτο άκροιςμα  𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 𝑥𝑛 , που αρχίηει από 

𝑛 = 1, για 𝑛 = 0 μθδενίηεται, άρα μποροφμε να τα γράψουμε  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  και 

 𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 ). Άρα ζχουμε                                                                                                       

   𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 −  𝑛2 + 5𝑛 + 4 𝑎𝑛 𝑥𝑛 = 0∞
𝑛=0 , θ οποία γράφεται               

   𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 −  𝑛 + 1)(𝑛 + 4 𝑎𝑛 𝑥𝑛 = 0,   𝑥 ∈ 𝐼∞
𝑛=0  

Άρα  𝑎𝑛+2 =
 𝑛+4 

(𝑛+2)
𝑎𝑛 , 𝑛 ≥ 0, θ αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 2.   (5.2) 

Για τθν περίπτωςθ: 𝑛 = 2𝜅 − 2, 𝑎2𝜅 =
 𝜅+1 

𝜅
𝑎2𝜅−2,    𝜅 ≥ 1. 

Για 𝜅 = 1,    𝑎2 =
2𝑎𝜊

1
                    

Για 𝜅 = 2,    𝑎4 =
3𝑎2

2
    

Για 𝜅 = 3,    𝑎6 =
4𝑎4

3
        (α) 

⋮ 

Για 𝜅 = 𝑛,    𝑎2𝑛 =
(𝑛+1)𝑎2𝑛−2

𝑛
 

Ρολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ το αναγωγικό ςχιμα (α) μασ δίνει τον γενικό τφπο 

 𝑎2𝑛 =
2∙3∙4⋯ 𝑛+1 

1∙2∙3⋯𝑛
𝑎𝑜 =  𝑛 + 1 𝑎𝑜 , 𝑛 = 1,2, … 

Για τθν περίπτωςθ: 𝑛 = 2𝜅 − 1, 𝑎2𝜅+1 =
 2𝜅+3 

2𝜅+1
𝑎2𝜅−1,    𝜅 ≥ 1. 

Για 𝜅 = 1,    𝑎3 =
5𝑎1

3
                    

Για 𝜅 = 2,    𝑎5 =
7𝑎3

5
    

Για 𝜅 = 3,    𝑎7 =
9𝑎5

7
    (β) 

⋮ 

Για 𝜅 = 𝑛,    𝑎2𝑛+1 =
(2𝑛+3)𝑎2𝑛−1

2𝑛+1
 

Ρολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ το αναγωγικό ςχιμα (β) μασ δίνει τον γενικό τφπο 

 𝑎2𝑛+1 =
5∙7∙9⋯ 2𝑛+3 

3∙5∙7⋯ 2𝑛+1 
𝑎1 =  2𝑛 + 3 

𝑎1

3
, 𝑛 = 1,2, … 

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ είναι 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 𝑎𝜊 1 +   𝑛 + 1 𝑥2𝑛∞

𝑛=1  +

𝑎1  𝑥 +   2𝑛 + 3 
1

3
𝑥2𝑛+1∞

𝑛=1  = 𝑎𝜊   𝑛 + 1 𝑥2𝑛∞
𝑛=0 +

𝑎1

3
  2𝑛 + 3 𝑥2𝑛+1∞

𝑛=0    (5.3) 

Οι ςυναρτιςεισ που αποτελοφν το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ είναι                 

𝑦1 𝑥 =   𝑛 + 1 𝑥2𝑛∞
𝑛=0 ,   𝑦2 𝑥 =   2𝑛 + 3 

1

3
𝑥2𝑛+1∞

𝑛=0    (5.4) 

Εφαρμόηοντασ το κριτιριο του λόγου για τισ 𝑦1 𝑥  και  𝑦2 𝑥   ζχουμε  
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lim
𝑛→∞

 𝑥2  
 𝑛 + 2 

 𝑛 + 1 
 =  𝑥2  lim

𝑛→∞

𝑛 + 2

𝑛 + 1
=  𝑥2 ∙ 1 < 1 

lim
𝑛→∞

 𝑥2  
 2𝑛 + 5 

 2𝑛 + 3 
 =  𝑥2  lim

𝑛→∞

2𝑛 + 5

2𝑛 + 3
=  𝑥2 ∙ 1 < 1 

Και οι δφο αυτζσ δυναμοςειρζσ ζχουν διάςτθμα ςφγκλιςθσ 𝛪 = (−1,1). 

Ζξω από το διάςτθμα αυτό αποκλίνουν και παφουν να αποτελοφν λφςεισ τθσ ΔΕ. 

Για να δοφμε τι ςυμβαίνει ζξω από το διάςτθμα αυτό κα προςπακιςουμε να ςυνκζςουμε 

τισ δυναμοςειρζσ ςε κλειςτι μορφι. 

Ξεκινάμε με τθ γνωςτι γεωμετρικι ςειρά: 
1

1−𝑧
=  𝑧𝑛∞

𝑛=0 , 𝑧 ∈ (−1,1)  (5.5) 

Αν πολλαπλαςιάςουμε με 𝑧 και τα δφο μζλθ τθσ ςχζςθσ (5.5) και κατόπιν παραγωγίςουμε 

ωσ προσ 𝑧 προκφπτει 
1

 1−𝑧 2 =  (𝑛 + 1)𝑧𝑛∞
𝑛=0 . Αντικακιςτϊντασ όπου 𝑧 = 𝑥2, βρίςκουμε 

𝑦1 𝑥 =   𝑛 + 1 𝑥2𝑛 =
1

 1−𝑥2 2
,   𝑥∞

𝑛=0 ∈ (−1,1)      (5.6) 

Αν τϊρα ξεκινιςουμε από τθ ςχζςθ (5.5) και αντικαταςτιςουμε 𝑧 = 𝑥2, 

πολλαπλαςιάςουμε και τα δφο μζλθ με 𝑥3, παραγωγίςουμε ωσ προσ 𝑥 και τζλοσ 

διαιρζςουμε με τθ μεταβλθτι 𝑥 και τα δφο μζλθ: 

 
1

1−𝑥2 =  𝑥2𝑛∞
𝑛=0 ⇒

𝑥3

1−𝑥2 =  𝑥2𝑛+3 ⇒∞
𝑛=0

3𝑥2−𝑥4

 1−𝑥2 2 =   2𝑛 + 3 𝑥2𝑛+2 ⇒∞
𝑛=0               

3𝑥−𝑥3

 1−𝑥2 2 =   2𝑛 + 3 𝑥2𝑛+1∞
𝑛=0  

προςδιορίηουμε τθ ςυνάρτθςθ 𝑦2 𝑥  ωσ ακολοφκωσ 

 𝑦2 𝑥 =   2𝑛 + 3 𝑥2𝑛+1∞
𝑛=0 =

3𝑥−𝑥3

 1−𝑥2 2   , 𝑥 ∈ (−1,1)      (5.7) 

Συνκζτοντασ τισ ςειρζσ ςε ρθτζσ ςυναρτιςεισ τισ επεκτείναμε ζξω από το διάςτθμα 

ςφγκλιςθσ. Ζτςι λοιπόν θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ (5.1) ζχει τθ μορφι 

 𝑦 𝑥 =
1

 1−𝑥2 2 (𝑎𝑜 + 𝑎1 3𝑥 − 𝑥3 ),      (5.8) 

θ οποία ικανοποιεί τθ ΔΕ (5.1) οπουδιποτε πλθν των ςθμείων 𝑥 = ±1. 

 

Παράδειγμα 6: Να προςδιοριςκεί το κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ: 

𝑦′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0, −∞ < 𝑥 < ∞      (6.1) 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ ότι θ λφςθ ζχει τθ μορφι 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  και αντικακιςτϊντασ 

αυτι ςτθ ΔΕ (6.1) προκφπτει 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 +  𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 −  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0. 

Αλλάηοντασ το δείκτθ ςτον πρϊτο όρο και ομαδοποιϊντασ τουσ υπόλοιπουσ, αποκτοφμε τθ 

ςχζςθ:      𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 +  𝑛 − 1 𝑎𝑛 𝑥𝑛 = 0.   ∞
𝑛=0  

Άρα ζχουμε 𝑎𝑛+2 = −
 𝑛−1 

(𝑛+1)(𝑛+2)
𝑎𝑛 , 𝑛 = 0,1,2 …, θ αναδρομικι ςχζςθ με βιμα 2.   (6.2) 

Από τθν αναδρομικι ςχζςθ παρατθροφμε ότι για 𝑛 = 1, προκφπτει ότι 

 𝑎3 = 0 ⇒ 𝑎2𝑛+1 = 0, 𝑛 = 1,2, … 

Άρα 𝑦2 𝑥 = 𝑥, δθλαδι θ 2θ λφςθ δεν είναι μία άπειρθ δυναμοςειρά αλλά ζνα πολυϊνυμο. 

Από τθν αναδρομικι ςχζςθ (6.2), για 𝑛 = 2𝜅 − 2, ζχουμε 

𝑎2𝜅 = −
 2𝜅 − 3 

 2𝜅 − 1 (2𝜅)
𝑎2𝜅−2,    𝜅 = 1,2,3 … 
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Για 𝜅 = 1,    𝑎2 = −
(−1)𝑎𝜊

1∙2
                    

Για 𝜅 = 2,    𝑎4 = −
1𝑎2

3∙4
    

Για 𝜅 = 3,    𝑎6 = −
3𝑎4

5∙6
           (α) 

⋮ 

Για 𝜅 = 𝑛,    𝑎2𝑛 = −
(2𝑛−3)𝑎2𝑛−2

 2𝑛−1 2𝑛
 

Ρολλαπλαςιάηοντασ κατά μζλθ το αναγωγικό ςχιμα (α) μασ δίνει τον γενικό τφπο 

 𝑎2𝑛 =
 −1 𝑛  −1 ∙1∙3∙5∙∙∙ 2𝑛−5 (2𝑛−3)𝑎𝜊

 1∙3∙5∙∙∙ 2𝑛−5  2𝑛−3  2𝑛−1   [2∙4∙6∙∙∙2𝑛]
=

 −1 𝑛+1  𝑎𝑜

 2𝑛−1 2𝑛  𝑛 !
, 𝑛 = 1,2,3 … 

Άρα 𝑦1 𝑥 = 1 +  
 −1 𝑛 +1  𝑥2𝑛

2𝑛  2𝑛−1  𝑛 !
=  

 −1 𝑛+1  𝑥2𝑛

2𝑛  2𝑛−1  𝑛 !
 ∞

𝑛=0  ∞
𝑛=1  

Επομζνωσ θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι 𝑦 𝑥 = 𝑎𝑜  
 −1 𝑛+1  

2𝑛  2𝑛−1  𝑛 !
𝑥2𝑛  ∞

𝑛=0 + 𝑎1𝑥, 𝑥 ∈ ℝ   (6.3) 

Παρατιρθςθ 6.1: Ζχοντασ προςδιορίςει τθν μία λφςθ 𝑦2 𝑥 = 𝑥 τθσ ΔΕ κα μποροφςαμε να 

εφαρμόςουμε τθν μζκοδο υποβιβαςμοφ τάξθσ για να προςδιορίςουμε τθ δεφτερο μζλοσ 

του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων τθσ ΔΕ (6.1). 

Θεωρϊντασ ότι  𝑦 1 𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑦2 𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑥 και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ ζχουμε 

𝑥𝑢′′ + 2𝑢′ + 𝑥 𝑥𝑢′ + 𝑢 − 𝑥𝑢 = 0 ⇒ 𝑢′′ +  
2

𝑥
+ 𝑥 𝑢′ = 0 

Θζτοντασ 𝑢′ = 𝑣 παίρνουμε τθν διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ: 𝑣′ +  
2

𝑥
+ 𝑥 𝑣 = 0 τθσ 

οποίασ μία λφςθ είναι 𝑣 𝑥 = (−1)𝑥−2𝑒− 
𝑥2

2   (για 𝑐 = −1, όπου 𝑐 θ αυκαίρετθ ςτακερά 

τθσ γενικισ λφςθσ). Επομζνωσ 𝑢 𝑥 = − 𝑥−2𝑒− 
𝑥2

2 𝑑𝑥. 

Από το ανάπτυγμα Taylor τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑒𝑧 =  
𝑧𝑛  

𝑛 !
 ∞

𝑛=0 , αντικακιςτϊντασ  όπου 𝑧 = −
𝑥2

2
, 

ζχουμε 𝑒−
𝑥2

2 =  
(−1)𝑛 𝑥2𝑛  

2𝑛 𝑛 !
 ∞

𝑛=0 . 

Επομζνωσ 

𝑢 𝑥 = −  𝑥−2𝑒− 
𝑥2

2 𝑑𝑥 = −   
 −1 𝑛 𝑥2𝑛−2  

2𝑛 𝑛 !
 ∞

𝑛=0 𝑑𝑥 =

 
 −1 𝑛+1  

2𝑛 𝑛 !
 𝑥2𝑛−2𝑑𝑥 = ∞

𝑛=0  
 −1 𝑛+1𝑥2𝑛−1  

2𝑛 (2𝑛−1)𝑛 !
 ∞

𝑛=0  

Άρα 𝑦 1 𝑥 = 𝑢 𝑥 𝑥 =  
 −1 𝑛+1𝑥2𝑛  

2𝑛 (2𝑛−1)𝑛 !
 ∞

𝑛=0 = 𝑦1 𝑥 . 

Παράδειγμα 7: Να λυκεί το Ρ.Α.Τ.: 

𝑦′′ − 𝑥𝑦 = 0, 𝑦 1 = 1, 𝑦′ 1 = 0      (7.1) 

Πταν αναηθτάμε λφςθ ςτθν περιοχι του 𝑥𝜊 , 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑥𝑜)𝑛  τότε οι ςυντελεςτζσ 

𝑝 𝑥 , 𝑞(𝑥) κα πρζπει να εκφραςκοφν ωσ ακροίςματα δυνάμεων του  (𝑥 − 𝑥𝑜).  

Στθν εξίςωςθ (7.1) γράφουμε: 𝑦′′ −  𝑥 − 1 + 1 𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′′ −  𝑥 − 1 𝑦 − 𝑦 = 0, με  

𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 1)𝑛 . 

Εναλλακτικά, μποροφμε να κάνουμε τθν αλλαγι μεταβλθτισ 𝑥 − 𝑥𝑜 = 𝑡, λαμβάνοντασ μία 

νζα ΔΕ ωσ προσ 𝑦(𝑡). Στο πρόβλθμα (7.1) κζτοντασ 𝑥 − 1 = 𝑡 ⇒ 𝑥 = 𝑡 + 1, ζχουμε το 

Ρ.Α.Τ. :   𝑦′′(𝑡) −  𝑡 + 1 𝑦(𝑡) = 0, 𝑦 0 = 1, 𝑦′ 0 = 0,      (7.2) 

με 𝑦 𝑡 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑡𝑛 .        (7.3) 

Πταν ολοκλθρϊςουμε τουσ υπολογιςμοφσ αντικακιςτοφμε το 𝑡 με 𝑥 − 1. 
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Αντικακιςτϊντασ τθν (7.3) ςτθ ΔΕ (7.2) ζχουμε:                

 𝑛 𝑛 − 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑡𝑛−2 −  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑡𝑛+1 −  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑡𝑛 = 0 ⇒                                          

  𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2
∞
𝑛=0 𝑡𝑛 −  𝑎𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑡𝑛 −  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑡𝑛 = 0 ⇒ 2 ∙ 1𝑎2 − 𝑎𝑜 +

 {(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2
∞
𝑛=1 − 𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛}𝑡𝑛 = 0 

Άρα 𝑎2 =
𝑎𝑜

2
  και 

 𝑎𝑛+2 =
𝑎𝑛−1+𝑎𝑛

 𝑛+1  𝑛+2 
,    𝑛 ≥ 1 θ αναδρομικι ςχζςθ (θ οποία εμπλζκει 3 όρουσ) 

Από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ ζχουμε 𝑦 0 = 1 ⇒ 𝑎𝑜 = 1, 𝑦′ 0 = 0 ⇒ 𝑎1 = 0. 

Άρα από τθν αναδρομικι ςχζςθ προκφπτει  

Για 𝑛 = 1   𝑎3 =
𝑎𝜊 +𝑎1

 2  3 
=

1

3!
 

Για 𝑛 = 2   𝑎4 =
𝑎1+𝑎2

 3  4 
=

1

4!
 

Για 𝑛 = 3   𝑎5 =
𝑎2+𝑎3

 4  5 
=

4

5!
 , κ.λ.π. 

Επομζνωσ θ λφςθ ςτο Ρ.Α.Τ. είναι 

𝑦 𝑡 = 1 +
𝑡2

2!
+

𝑡3

3!
+

𝑡4

4!
+

4𝑡5

5!
+ ⋯ 

Για  𝑡 = 𝑥 − 1 

𝑦 𝑥 = 1 +
 𝑥−1 2

2!
+

 𝑥−1 3

3!
+

 𝑥−1 4

4!
+

4 𝑥−1 5

5!
+ ⋯,    𝑥 ∈ ℝ. 

Παρατιρθςθ 7.1: Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ Airy υπό μορφι δυναμοςειράσ του 𝑥 − 1 είναι: 

𝑦 𝑥 = 𝑎𝑜  1 +
 𝑥−1 2

2!
+

 𝑥−1 3

3!
+

 𝑥−1 4

4!
+

4 𝑥−1 5

5!
+ ⋯  +    

 𝑎1  (𝑥 − 1) +
 𝑥−1 3

3!
+

2 𝑥−1 4

4!
+

 𝑥−1 5

5!
+ ⋯  = 𝑎𝑜𝑦3 𝑥 + 𝑎1𝑦4 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ  (7.4) 

Στο παράδειγμα 2, βρικαμε τθ γενικι λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ Airy υπό μορφι 

δυναμοςειράσ του 𝑥, 

𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 𝑎𝜊  1 +  

1∙4∙7⋯ 3𝑛−2 

 3𝑛 !
𝑥3𝑛∞

𝑛=1  + 𝑎1  𝑥 +  
1∙2∙5⋯ 3𝑛−1 

 3𝑛+1 !
𝑥3𝑛+1∞

𝑛=1  =

𝑎𝜊𝑦1 𝑥 +  𝑎1𝑦2 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ .        

Οι ςυναρτιςεισ 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥  που ορίςκθκαν μζςω των δυναμοςειρϊν τθσ παραπάνω 

εξίςωςθσ αποτελοφν κεμελιϊδεσ ςφνολο λφςεων τθσ ΔΕ Airy, όπωσ επίςθσ και οι 

ςυναρτιςεισ 𝑦3(𝑥), 𝑦4(𝑥) τθσ εξίςωςθσ (7.4). Επομζνωσ, ςφμφωνα με τθν γενικι κεωρία 

των γραμμικϊν εξιςϊςεων 2θσ τάξθσ, θ κάκε μία από τισ ςυναρτιςεισ 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥  

γράφεται ςαν γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των 𝑦3(𝑥), 𝑦4(𝑥) και αντιςτρόφωσ-αποτζλεςμα που 

δεν είναι κακόλου προφανζσ από τθν μορφι των δυναμοςειρϊν. 

Παράδειγμα 8: Να λυκεί θ ΔΕ: 

𝑦′′ + 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦 = 𝑥2 , −∞ < 𝑥 < ∞      (8.1) 

Επίλυςθ: Οι ςυναρτιςεισ 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑥2 είναι αναλυτικζσ ςτο 𝑥𝜊 = 0 με ακτίνα ςφγκλιςθσ 𝑟 =

∞. Επομζνωσ, θ εξίςωςθ (8.1) δζχεται λφςεισ τθσ 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  με ακτίνα ςφγκλυςθσ 

 𝜌 = ∞. Αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ (8.1) προκφπτει 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 +   

(−1)𝑛

 2𝑛+1 !
∞
𝑛=0 𝑥2𝑛+1   𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 𝑥2 ⇒  

2𝑎2 + 6𝑎3𝑥 + 12𝑎4𝑥2 + 20𝑎5𝑥3 + ⋯ +  𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯   𝑎𝑜 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯  = 𝑥2 

Υπολογίηοντασ τουσ πρϊτουσ όρουσ γινομζνου ζχουμε: 
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2𝑎2 + 6𝑎3𝑥 + 12𝑎4𝑥2 + 20𝑎5𝑥3 + ⋯ + 𝑎𝑜𝑥 + 𝑎1𝑥2 +  𝑎2 −
1

3!
 𝑥3 +  𝑎3 −

𝑎1

3!
 𝑥4 + ⋯ = 𝑥2 

⇒ 2𝑎2 = 0, 6𝑎3 + 𝑎𝑜 = 0, 12𝑎4 + 𝑎1 = 1, 20𝑎5 +  𝑎2 −
1

3!
 = 0, … 

Επιλφοντασ τισ παραπάνω ςχζςεισ ςυναρτιςει ωσ προσ τουσ ςυντελεςτζσ 𝑎𝑛 , 𝑛 = 2,3, … 

ςυναρτιςει των ςυντελεςτϊν 𝑎𝑜 , 𝑎1, παίρνουμε τουσ πρϊτουσ όρουσ τθσ γενικισ λφςθσ τθσ 

ΔΕ: 

𝑦 𝑥 = 𝑎𝑜 + 𝑎1𝑥 −
𝑎𝑜

6
𝑥3 +

1 − 𝑎1

12
𝑥4 +

𝑎𝑜

120
𝑥5 +

𝑎𝑜 + 𝑎1

180
𝑥6 + ⋯ 

Μποροφμε να υπολογίςουμε τόςουσ όρουσ όςουσ απαιτεί θ ακρίβεια του προβλιματοσ.  

 

 

Εξίςωςθ Legendre τάξθσ α 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝛼 𝛼 + 1 𝑦 = 0, 𝛼 ∈ ℝ       (L.1) 

Η εξίςωςθ (L.1) ζχει ςθμαντικζσ εφαρμογζσ ςε προβλιματα που παρουςιάηουν ςφαιρικι 

ςυμμετρία, όπωσ ςτο πρόβλθμα τθσ ςτατικισ κερμοκραςίασ εντόσ μίασ ςφαιρικισ μπάλασ 

όταν είναι γνωςτζσ οι κερμοκραςίεσ των ςθμείων ςτο ςφνορο. 

Οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ είναι 𝑝 𝑥 =
−2𝑥

(1−𝑥2)
, 𝑞 𝑥 =

𝛼 𝛼+1 

(1−𝑥2)
, είναι αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ 

ςτο 𝑥𝜊 = 0, άρα το μθδζν είναι ομαλό ςθμείο τθσ ΔΕ. Τα μοναδικά ιδιάηοντα ςθμεία είναι 

τα ςθμεία ±1.  Επίςθσ, οι ςειρζσ Taylor των 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  με κζντρο το μθδζν ςυγκλίνουν 

για  𝑥 < 1. Επομζνωσ, οι λφςεισ τθσ ΔΕ: 

 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑘
∞
𝑘=0 𝑥𝑘   κα ζχουν ακτίνα ςφγκλιςθσ  𝜌 ≥ 1.    (L.2) 

Αντικακιςτϊντασ τθν (L.2) ςτθ ΔΕ (L.1), προκφπτει 

 𝑘(𝑘 − 1)𝑎𝑘
∞
𝑘=2 𝑥𝑘−2 −  𝑘(𝑘 − 1)𝑎𝑘

∞
𝑘=2 𝑥𝑘 − 2  𝑘𝑎𝑘

∞
𝑘=1 𝑥𝑘 + 𝛼(𝛼 + 1)  𝑎𝑘

∞
𝑘=0 𝑥𝑘 = 0. 

Αλλάηοντασ το δείκτθ ςτον πρϊτο όρο και ομαδοποιϊντασ τουσ υπόλοιπουσ, αποκτοφμε τθ 

ςχζςθ      𝑘 + 2  𝑘 + 1 𝑎𝑘+2 +  −𝑘2 − 𝑘 + 𝛼2 + 𝛼 𝑎𝑘 𝑥𝑘 = 0  ∀ 𝑥 < 𝜌 ∞
𝑘=0  

Άρα              𝑘 + 2  𝑘 + 1 𝑎𝑘+2 +  𝛼2 − 𝑘2 + 𝛼 − 𝑘 𝑎𝑘 ⇒ 

𝑎𝑘+2 = −
 𝛼−𝑘)(𝛼+𝑘+1 

 𝑘+1  𝑘+2 
𝑎𝑘 ,   𝑘 = 0,1,2 …        (L.3) 

Ο αναδρομικόσ τφποσ (L.3) δίνει 

Για 𝑘 = 0      𝑎2 = −
𝛼(𝛼+1)

1∙2
𝑎𝜊  

Για 𝑘 = 1      𝑎3 = −
(𝛼−1)(𝛼+2)

2∙3
𝑎1 

Για 𝑘 = 2      𝑎4 = −
(𝛼−2)(𝛼+3)

3∙4
𝑎2 =

𝛼(𝛼−2)(𝛼+1)(𝛼+3)

4!
𝑎𝜊  

Για 𝑘 = 3      𝑎5 = −
(𝛼−3)(𝛼+4)

4∙5
𝑎3 =

 𝛼−1  𝛼−3  𝛼+2 (𝛼+4)

5!
𝑎1 

Για 𝑘 = 4      𝑎6 = −
(𝛼−4)(𝛼+5)

5∙6
𝑎4 = −

𝛼 𝛼−2  𝛼−4 (𝛼+1) 𝛼+3 (𝛼+5)

6!
𝑎𝜊  

Για 𝑘 = 5      𝑎7 = −
(𝛼−5)(𝛼+6)

6∙7
𝑎5 = −

 𝛼−1  𝛼−3 (𝛼−5)(𝛼+2) 𝛼+4 (𝛼+6)

7!
𝑎1 

           ⋮ 

 

Γενικότερα, όλοι οι ςυντελεςτζσ 𝑎2𝑘  προςδιορίηονται ςυναρτιςει του 𝑎𝜊  και όλοι οι 

ςυντελεςτζσ 𝑎2𝑘+1 ςυναρτιςει του 𝑎1. 
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Οπότε προκφπτουν οι δφο λφςεισ τθσ ΔΕ                                                                                        

𝑦1 𝑥 = 1 +  
 −1 𝑘𝛼 𝛼−2  𝛼−4 ⋯ 𝛼−2𝑘+2  𝛼+1  𝛼+3 ⋯ 𝛼+2𝑘−1  𝑥2𝑘

 2𝑘 !
 ∞

𝑘=1      (L.4)                                                           

𝑦2 𝑥 = 𝑥 +  
 −1 𝑘  𝛼−1  𝛼−3 ⋯ 𝛼−2𝑘+1  𝛼+2  𝛼+4 ⋯ 𝛼+2𝑘  𝑥2𝑘+1

 2𝑘+1 !
 ∞

𝑘=1   (L.5) 

Υποκζτουμε ότι 𝛼 = 𝑛 μθ αρνθτικόσ ακζραιοσ. Από τισ ςχζςεισ (L.4) και (L.5) παρατθροφμε 

ότι θ εξίςωςθ Legendre τάξθσ 𝑛 ζχει μία τετριμμζνθ πολυωνυμικι λφςθ. Ειδικότερα, αν 

είναι άρτιοσ, 𝛼 = 2𝑛, 𝑛 = 0,1,2 …, τότε θ 𝑦1 𝑥  είναι ζνα πολυϊνυμο που περιζχει μόνο 

άρτιεσ δυνάμεισ του 𝑥, βακμοφ 2𝑛, ενϊ θ 𝑦2 𝑥  είναι μία άπειρθ δυναμοςειρά. Αν είναι 

περιττόσ, 𝛼 = 2𝑛 + 1, 𝑛 = 0,1,2 …, τότε θ 𝑦2 𝑥  είναι ζνα πολυϊνυμο που περιζχει μόνο 

περιττζσ δυνάμεισ του 𝑥, βακμοφ 2𝑛 + 1, ενϊ θ 𝑦1 𝑥  είναι μία άπειρθ δυναμοςειρά. Ζτςι 

ςε κάκε περίπτωςθ αν 𝛼 = 𝑛, τότε θ εξίςωςθ Legendre  

(1 − 𝑥2)𝑦 ′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝑛 𝑛 + 1 𝑦 = 0,         (L.6) 

ζχει λφςθ πολυϊνυμο βακμοφ 𝑛.  

Συμβολίηουμε με 𝑃𝑛(𝑥) τθ πολυωνυμικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ (L.6) για τθν οποία ιςχφει 

𝑃𝑛 1 = 1. Τα πολυϊνυμα 𝑃𝑛(𝑥) ονομάηονται πολυώνυμα Legendre. 

Ρ.χ. Αν 𝛼 = 0,  𝑦1 𝑥 = 1 ⇒ 𝑃𝑜 𝑥 = 1 

Ρ.χ. Αν 𝛼 = 2,  𝑦1 𝑥 = 1 −
2∙3

2!
𝑥2 = 1 − 3𝑥2 ⇒ 𝑦1 1 = −2 ⇒ 

𝑃2 𝑥 =
𝑦1 𝑥 

𝑦1 1 
=

1

−2
(1 − 3𝑥2) =

1

2
(3𝑥2 − 1). 

Ρ.χ. Αν 𝛼 = 1,  𝑦2 𝑥 = 𝑥 ⇒ 𝑃1 𝑥 = 𝑥 

Ρ.χ. Αν 𝛼 = 3,  𝑦2 𝑥 = 𝑥 −
2ˑ5

3!
𝑥3 = 𝑥 −

5

3
𝑥3 ⇒ 𝑦2 1 = −

2

3
⇒ 

𝑃3 𝑥 =
𝑦2 𝑥 

𝑦2 1 
= −

3

2
 𝑥 −

5

3
𝑥3 =

1

2
(5𝑥3 − 3𝑥). 

Γενικότερα, μπορεί να αποδειχκεί ότι τα πολυϊνυμα Legendre 𝑃𝑛(𝑥) δίνονται από τθ 

ςχζςθ: 

𝑃𝑛 𝑥 = 2−2  
 −1 𝑘 2𝑛−2𝑘 !

𝑘! 𝑛−𝑘 ! 𝑛−2𝑘 !
𝑥𝑛−2𝑘 , 𝑛 = 0,1,2 …

 𝑛/2 
𝑘=0 ,    (L.7) 

όπου  𝑛/2  είναι το ακζραιο μζροσ του αρικμοφ 𝑛/2. 

Επίςθσ, μπορεί να δειχκεί ότι τα πολυϊνυμα Legendre δίνονται από τον τφπο του 

Rodrigues: 

𝑃𝑛 𝑥 =
1

2𝑛 𝑛 !
 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛 ,    𝑛 = 0,1,2...      (L.8)  

Μία βαςικι ιδιότθτα των πολυωνφμων Legendre είναι θ ορκογωνιότθτα: Για κάκε δφο μθ 

αρνθτικοφσ ακζραιουσ αρικμοφσ  𝑛 και 𝑚 ιςχφει 

 𝑃𝑛 𝑥 𝑃𝑚  𝑥 𝑑𝑥
1

−1
= 0, 𝑛 ≠ 𝑚        (L.9) 

Η ςχζςθ (L.9) αποδεικνφεται ωσ εξισ: 

Επειδι τα πολυϊνυμα  𝑃𝑛 𝑥  και 𝑃𝑚  𝑥  αποτελοφν λφςεισ τθσ ΔΕ (L.6), κα ιςχφει 

 1 − 𝑥2 𝑃𝑛 ′′ − 2𝑥𝑃𝑛 ′ + 𝑛 𝑛 + 1 𝑃𝑛 = 0 

 1 − 𝑥2 𝑃𝑚 ′′ − 2𝑥𝑃𝑚 ′ + 𝑚 𝑚 + 1 𝑃𝑚 = 0 

Αν πολλαπλαςιάςουμε τισ ςχζςεισ αυτζσ με 𝑃𝑚  και 𝑃𝑛  αντίςτοιχα και αφαιρζςουμε κατά 

μζλθ, κα προκφψει θ εξίςωςθ: 

 1 − 𝑥2  𝑃𝑛 ′′𝑃𝑚 − 𝑃𝑚 ′′𝑃𝑛 − 2𝑥 𝑃𝑛 ′𝑃𝑚 − 𝑃𝑚 ′𝑃𝑛 +  𝑛 𝑛 + 1 − 𝑚 𝑚 + 1  𝑃𝑛𝑃𝑚 = 0 (L.10) 
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Οι δφο πρϊτοι όροι τθσ τελευταίασ ςχζςθσ γράφονται: 
𝑑

𝑑𝑥
[ 1 − 𝑥2  𝑃𝑛 ′𝑃𝑚 − 𝑃𝑚 ′𝑃𝑛 ] 

Ζτςι ολοκλθρϊνοντασ τθ ςχζςθ (L.10) από −1 ζωσ 1 ζχουμε: 

  1 − 𝑥2  𝑃𝑛 ′𝑃𝑚 − 𝑃𝑚 ′𝑃𝑛  −1
1 =  𝑛 𝑛 + 1 − 𝑚 𝑚 + 1   𝑃𝑛𝑃𝑚

1

−1
𝑑𝑥,  

Για  𝑛 ≠ 𝑚 θ τελευταία ςχζςθ ςυνεπάγεται ότι:  𝑃𝑛𝑃𝑚
1

−1
𝑑𝑥 = 0, ∀𝑛, 𝑚 ∈ 𝑁, 𝑛 ≠ 𝑚. 

 

Οριςμζνεσ βαςικζσ ιδιότθτεσ των πολυωνφμων Legendre δίνονται ςτισ παρακάτω ςχζςεισ: 

1. 𝑃𝑛 1 = 1 , 𝑃𝑛 −1 = (−1)𝑛   

2.  𝑃𝑛 𝑥  ≤ 1   ∀𝑛, 𝑥𝜖[−1,1] 

3. Το πολυϊνυμο 𝑃𝑛 𝑥  ζχει 𝑛 διαφορετικζσ ρίηεσ όλεσ ςτο διάςτθμα [−1,1] 

4. Ιςχφει ο αναγωγικόσ τφποσ: 

  𝑛 + 1 𝑃𝑛+1 𝑥 + 𝑛𝑃𝑛−1 𝑥 =  2𝑛 + 1 𝑥𝑃𝑛 𝑥 , 𝑛 = 1,2 … 

5.  𝑃𝑚  𝑥 𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =  
0,      𝑛 ≠ 𝑚,   ορθογωνιότητα  

2

2𝑛+1
, 𝑛 = 𝑚

 1

−1
    

 

Παράδειγμα 9:  Να λυκεί το Ρ.Α.Τ.: 

 (1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 30𝑦 = 0,    𝑦 0 = 0, 𝑦′ 0 = 1     (9.1) 

Επίλυςθ: Η εξίςωςθ (9.1) είναι εξίςωςθ Legendre με 𝛼 = 5.  

Οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ είναι 𝑝 𝑥 =
−2𝑥

(1−𝑥2)
, 𝑞 𝑥 =

30

(1−𝑥2)
, είναι αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ 

ςτο 𝑥𝜊 = 0, άρα το μθδζν είναι ομαλό ςθμείο τθσ ΔΕ.  Επίςθσ, οι ςειρζσ Taylor των 𝑝 𝑥  και 

𝑞 𝑥  με κζντρο το μθδζν ςυγκλίνουν για  𝑥 < 1. Επομζνωσ, οι λφςεισ τθσ ΔΕ: 

 𝑦 𝑥 =  𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛   κα ζχουν ακτίνα ςφγκλιςθσ  𝜌 ≥ 1.    (9.2) 

Αντικακιςτϊντασ τθν (9.2) ςτθ ΔΕ (9.1), προκφπτει 

 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛
∞
𝑛=2 𝑥𝑛−2 −  𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛

∞
𝑛=2 𝑥𝑛 − 2  𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 𝑥𝑛 + 30  𝑎𝑛

∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 0. 

Αλλάηοντασ το δείκτθ ςτον πρϊτο όρο και ομαδοποιϊντασ τουσ υπόλοιπουσ, αποκτοφμε τθ 

ςχζςθ      𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 +  −𝑛2 − 𝑛 + 52 + 5 𝑎𝑛 𝑥𝑛 = 0  ∀ 𝑥 < 𝜌 ∞
𝑛=0  

Άρα              𝑛 + 2  𝑛 + 1 𝑎𝑛+2 +  52 − 𝑛2 + 5 − 𝑛 𝑎𝑛 ⇒ 

𝑎𝑛+2 = −
 5−𝑛)(𝑛+6 

 𝑛+1  𝑛+2 
𝑎𝑛 ,   𝑛 = 0,1,2 …        (9.3) 

Ο αναδρομικόσ τφποσ (9.3) είναι με βιμα 2, επομζνωσ όλοι οι ςυντελεςτζσ 𝑎2𝑛  που 

προςδιορίηονται ςυναρτιςει του 𝑎𝜊  είναι μθδενικοί εφόςον από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ 

ζχουμε ότι 𝑎𝜊 = 0. Επίςθσ, για 𝑛 = 5, 𝑎7 = 0 ⇒ 𝑎2𝑛+1 = 0, 𝑛 = 3,4, …, άρα οι μθ 

μθδενικοί ςυντελεςτζσ με περιττό δείκτθ είναι: 

Για 𝑛 = 1      𝑎3 = −
4∙7

2∙3
𝑎1 = −

4∙7

2∙3
𝑎1 = −

14

3
𝑎1 

Για 𝑛 = 3      𝑎5 = −
2∙9

4∙5
𝑎3 =

2∙9

4∙5

14

3
𝑎1 =

42

10
𝑎1 

Άρα θ 𝑦2 𝑥 = 𝑎1𝑥 + 𝑎3𝑥
3 + 𝑎5𝑥

5 = 𝑥 −
14

3
𝑥3 +

42

10
𝑥5, 𝑥 ∈ ℝ είναι θ λφςθ ςτο Ρ.Α.Τ. 

𝑦2 1 = 1 −
14

3
+

42

10
=

8

15
, επομζνωσ το πολυϊνυμο Legendre είναι 

 𝑃5 𝑥 =
15

8
 𝑥 −

14

3
𝑥3 +

42

10
𝑥5 =

1

8
(63𝑥5 − 70𝑥3 + 15𝑥),   𝑥 ∈ ℝ. 
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2. Κανονικό ιδιάηον ςθμείο 

Η μζκοδοσ των δυναμοςειρϊν για τθν επίλυςθ διαφορικϊν εξιςϊςεων τθσ μορφισ 

 𝑦′′ + 𝑝 𝑥 𝑦′ + 𝑞 𝑥 𝑦 = 0     (1) 

εφαρμόηεται όπωσ διαπιςτϊςαμε προθγουμζνωσ ςε ομαλά ςθμεία, δθλαδι ςε ςθμεία 

όπου οι ςυντελεςτζσ 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  είναι αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ. 

Στισ εφαρμογζσ ανακφπτουν διαφορικζσ εξιςϊςεισ των οποίων οι ςυντελεςτζσ 𝑝 𝑥  και 

𝑞 𝑥  – ι απλά ο ζνασ από τουσ δφο- χάνουν τθν αναλυτικότθτα τουσ ς’ ζνα ςθμείο 𝑥𝑜 . 

Επομζνωσ το ςθμείο 𝑥𝑜  είναι ιδιάηον (ανϊμαλο) ςθμείο τθσ ΔΕ. Αν επιχειριςουμε να 

εφαρμόςουμε τθν μζκοδο των δυναμοςειρϊν, αναηθτϊντασ λφςεισ ςτθ περιοχι του 𝑥𝑜 ,  

τθσ μορφισ   𝑎𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑥𝑜)𝑛 , κα δοφμε ότι θ μζκοδοσ κα αςτοχιςει (διότι οι λφςεισ δεν 

είναι, εν γζνει, αναλυτικζσ ςτο 𝑥𝑜  και επομζνωσ δεν μποροφν να αναπαραςτακοφν ωσ 

ανάπτυγμα Taylor δυνάμεων του  (𝑥 − 𝑥𝑜). 

Επειδι τα ιδιάηοντα ςθμεία είναι λίγα ςτο πλικοσ, κα μποροφςαμε να τα αγνοιςουμε, με 

δεδομζνο ότι γνωρίηουμε πϊσ να καταςκευάςουμε λφςεισ ςτθν περιοχι ομαλϊν ςθμείων. 

Πμωσ είναι αυτά ακριβϊσ τα ςθμεία που παρουςιάηουν ιδιαίτερο ενδιαφζρον, π.χ. οι 

γεωμετρικζσ ιδιομορφίεσ ενόσ φυςικοφ προβλιματοσ όπωσ κορυφζσ, γωνίεσ, εγκοπζσ 

ζχουν ςαν ςυνζπεια τθν φπαρξθ ιδιαηόντων ςθμείων ςτθ ΔΕ και είναι τα ςθμεία ςτα οποία 

επιβάλλεται θ προςεκτικι μελζτθ τθσ ςυμπεριφοράσ τθσ λφςθσ. Αν θ απόκλιςθ των 

ςυντελεςτϊν 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥   από τθν αναλυτικότθτα είναι ανεξζλεγκτθ τότε το λογικότερο 

είναι να μθν επιμείνουμε ςτο προςδιοριςμό λφςεων με κζντρο το 𝑥𝑜 . Υπάρχουν όμωσ ΔΕ με 

ςυντελεςτζσ των οποίων θ ιδιάηουςα ςυμπεριφορά ςτο 𝑥𝑜  είναι ‘αςκενϊσ’ ιδιάηουςα, 

δθλαδι οι ςυναρτιςεισ  (𝑥 − 𝑥𝑜)𝑝 𝑥  και  (𝑥 − 𝑥𝑜)2𝑞 𝑥  είναι αναλυτικζσ ςυναρτιςεισ 

ςτο  𝑥𝑜 . Τότε το ιδιάηον ςθμείο 𝑥𝑜  καλείται κανονικό ιδιάηον (ανώμαλο) (ΚΙΣ)(ΚΑΣ) ςθμείο 

τθσ ΔΕ. Διαφορετικά καλείται μθ κανονικό ιδάηον (ανώμαλο) (ΜΚΙΣ)(ΜΚΑΣ) ςθμείο. 

Πταν 𝑝 𝑥  και 𝑞 𝑥  είναι ρθτζσ ςυναρτιςεισ, οι κατάλλθλεσ ςυνκικεσ για να διακρίνουμε 

αν ζνα ιδιάηον ςθμείο είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο είναι: 

lim𝑥→𝑥𝑜
(𝑥 − 𝑥𝑜)𝑝 𝑥 

lim𝑥→𝑥𝑜
(𝑥 − 𝑥𝑜)2𝑞 𝑥 

 να υπάρχουν και να είναι πεπεραςμζνα (2) 

Ρ.χ. α) θ εξίςωςθ Euler: 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑝𝑜𝑦′ + 𝑞𝑜𝑦 = 0, 𝑝𝑜  ,𝑞𝑜 ∈ ℝ, ζχει ςυντελεςτζσ 𝑝 𝑥 =
𝑝𝑜

𝑥
 

και 𝑞 𝑥 =
𝑞𝑜

𝑥2
 , άρα τo ιδιάηον ςθμείο είναι τα 𝑥𝑜 = 0. Πμωσ 

     
lim𝑥→0 𝑥𝑝(𝑥) = 𝑝𝑜

lim𝑥→0 𝑥2𝑞(𝑥) = 𝑞𝑜

  ,  άρα είναι ΚΙΣ 

β) Η εξίςωςθ Legendre:  (1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝛼 𝛼 + 1 𝑦 = 0, 𝛼 ∈ ℝ  ζχει ςυντελεςτζσ  

𝑝 𝑥 =
−2𝑥

(1−𝑥2)
 και 𝑞 𝑥 =

𝛼 𝛼+1 

(1−𝑥2)
 , άρα τα ιδιάηοντα ςθμεία είναι τα 𝑥𝑜 = ±1. 

Για το ςθμείο 𝑥𝑜 = 1 ζχουμε:  
lim𝑥→1 𝑥 − 1 

 −2𝑥 

(1−𝑥2)
= 1

lim𝑥→1 𝑥 − 1 2 𝛼 𝛼+1 

(1−𝑥2)
= 0

  ,  άρα είναι ΚΙΣ 
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Για το ςθμείο 𝑥𝑜 = −1 ζχουμε:  
lim𝑥→−1 𝑥 + 1 

 −2𝑥 

(1−𝑥2)
= 1

lim𝑥→−1 𝑥 + 1 2 𝛼 𝛼+1 

(1−𝑥2)
= 0

  ,  άρα είναι ΚΙΣ 

γ) Η εξίςωςθ 2𝑥(𝑥 − 2)2𝑦 ′′ + 3𝑥𝑦′ +  𝑥 − 2 𝑦 = 0, ζχει ςυντελεςτζσ  𝑝 𝑥 =
3

2(𝑥−2)2 και 

𝑞 𝑥 =
1

2𝑥(𝑥−2)
 , άρα τα ιδιάηοντα ςθμεία είναι τα 𝑥𝑜 = 0 και 𝑥𝑜 = 2. 

Για το ςθμείο 𝑥𝑜 = 0 ζχουμε:  
lim𝑥→0 𝑥

3

2(𝑥−2)2
= 0

lim𝑥→0 𝑥2 1

2𝑥(𝑥−2)
= 0

  ,  άρα είναι ΚΙΣ 

Για το ςθμείο 𝑥𝑜 = 2 ζχουμε: lim𝑥→2( 𝑥 − 2)
3

2(𝑥−2)2 = ∞ ,  άρα είναι ΜΚΙΣ 

Πταν το ςθμείο 𝑥𝑜  είναι κανονικό ιδιάηον ςθμείο τθσ ΔΕ (1), τότε μποροφμε να 

‘αναηθτιςουμε’ μία γενίκευςθ τθσ μεκόδου των δυναμοςειρϊν χωρίσ να αλλάξουμε το 

κζντρο ανάπτυξθσ αυτϊν, ζτςι ϊςτε να τθν εφαρμόςουμε ςτθ περιοχι του ΚΙΣ.  

Για ευκολία και χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ κα κεωριςουμε ότι το ΚΙΣ είναι το 𝑥𝑜 = 0.  

Αν το 𝑥𝑜 ≠ 0, μποροφμε να μεταςχθματίςουμε τθν εξίςωςθ ςε μία άλλθ κζτοντασ 

𝑥 − 𝑥𝑜 = 𝑡. 

Εφόςον το 𝑥𝑜 = 0 είναι ΚΙΣ ζπεται ότι οι ςυναρτιςεισ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  είναι αναλυτικζσ 

ςτο μθδζν, άρα ζχουν ανάπτυγμα Taylor με κζντρο το μθδζν. Ζςτω ότι 

 𝑥𝑝 𝑥 =  𝑝𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  για  𝑥 < 𝜌1 *ο πρϊτοσ όροσ τθσ ςειράσ είναι 𝑝𝜊 = lim𝑥→0 𝑥𝑝 𝑥 ] 

 𝑥2𝑞 𝑥 =  𝑞𝑛
∞
𝑛=0 𝑥𝑛  για  𝑥 < 𝜌2. *ο πρϊτοσ όροσ τθσ ςειράσ είναι 𝑞𝜊 = lim𝑥→0 𝑥2𝑞 𝑥 ] 

Ρροκειμζνου να εμφανίςουμε τουσ όρουσ 𝑥𝑝 𝑥  και 𝑥2𝑞 𝑥  ςτθ ΔΕ (1) πολλαπλαςιάηουμε 

τθν (1) με  𝑥2, οπότε προκφπτει θ ΔΕ  

𝑥2𝑦′′ + 𝑥 𝑥𝑝 𝑥  𝑦′ +  𝑥2𝑞 𝑥  𝑦 = 0     (3) 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥(𝑝𝑜 + 𝑝1𝑥 + ⋯ )𝑦′ + (𝑞𝑜 + 𝑞1𝑥 + ⋯ )𝑦 = 0   (4) 

2A. Εξίςωςθ Euler 

Σαν πρϊτθ περίπτωςθ κα κεωριςουμε ότι όλοι οι ςυντελεςτζσ  𝑝𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2 … και 

𝑞𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2 …, όποτε θ (4) γίνεται 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑝𝑜𝑦′ + 𝑞𝑜𝑦 = 0, 𝑝𝑜  ,𝑞𝑜 ∈ ℝ     (5) 

Η ΔΕ (5) είναι θ εξίςωςθ Euler με ΚΙΣ το 𝑥𝑜 = 0. 

Επειδι οι ςυντελεςτζσ τθσ ΔΕ (5) δεν ορίηονται ςτο μθδζν ενδεχομζνωσ και οι λφςεισ να μθν 

ορίηονται ςτο μθδζν. Θεωροφμε αρχικά ότι 𝑥 > 0. 

Στθ διαφορικι εξίςωςθ Euler παρατθροφμε ότι ςε κάκε όρο θ τάξθ τθσ εμπλεκόμενθσ 

παραγϊγου ταυτίηεται με το εκκζτθ του ςυνοδεφοντοσ μονωνφμου. Συνεπϊσ ζνα τυχαίο 

μονϊνυμο αποτελεί ιδιοςυνάρτθςθ - με ςτακερι ιδιοτιμι - για κάκε όρο τθσ διαφορικισ 

εξίςωςθσ και αυτό μασ προδιακζτει να δοκιμάςουμε λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑟 . Ριο 

ςυγκεκριμζνα αντικακιςτϊντασ μια τζτοια απλι υποψιφια λφςθ ςτθν (4) παίρνουμε  

𝑥2𝑟 𝑟 − 1 𝑥𝑟−2 + 𝑥𝑝𝑜𝑟𝑥𝑟−1 + 𝑞𝑜𝑥𝑟 = 0 ⇒  𝑟 𝑟 − 1 + 𝑝𝑜𝑟 + 𝑞𝑜 𝑥𝑟 = 0, ∀𝑥 > 0 

Άρα       𝑓 𝑟 = 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑝𝑜𝑟 + 𝑞𝑜 = 𝑟2 +  𝑝𝑜 − 1 𝑟 + 𝑞𝑜 = 0   (6) 
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Η εξίςωςθ (6) ονομάηεται εξίςωςθ δεικτών ή δείκτρια εξίςωςθ και προςδιορίηει τουσ 

μοναδικοφσ επιτρεπτοφσ εκκζτεσ – που καλοφνται εκκζτεσ ιδιομορφίασ - ϊςτε θ 

ςυνάρτθςθ  𝑥𝑟  να ικανοποιεί τθ ΔΕ (5).  

Διακρίνουμε τρείσ χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ: 

α)  Αν 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ, 𝑟1 ≠  𝑟2  τότε 𝑦1 𝑥 = 𝑥𝑟1  και 𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑟2  είναι δφο γραμμικά 

ανεξάρτθτεσ λφςεισ τθσ ΔΕ (5) και θ γενικι λφςθ γράφεται 

𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑥
𝑟1 + 𝑐2𝑥

𝑟2 , 𝑥 > 0      (7) 

Κοντά ςτο ιδιάηων ςθμείο 𝑥 = 0, θ ςυμπεριφορά των λφςεων εξαρτάται εξ ολοκλιρου  

από τισ τιμζσ των εκκετϊν 𝑟1 και 𝑟2. Αν το 𝑟 είναι πραγματικό κετικό, τότε το  𝑥𝑟 → 0 κακϊσ 

το 𝑥 → 0 από τα δεξιά. Ενϊ, αν το 𝑟 είναι πραγματικό αρνθτικό, τότε το  𝑥𝑟  γίνεται μθ 

φραγμζνο. 

Παράδειγμα 1: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 2𝑥2𝑦′′ + 3𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0, 𝑥 > 0 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑟  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ 

παίρνουμε τθ εξίςωςθ δεικτϊν: 𝑟 𝑟 − 1 +
3

2
𝑟 −

1

2
= 0 ⇒ 𝑟1 =

1

2
, 𝑟2 = −1. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑥
1

2 + 𝑐2𝑥
−1, 𝑥 > 0. 

Ραρατθροφμε ότι θ λφςθ 𝑥−1 κακίςταται μθ φραγμζνθ για  𝑥 → 0. 

  
Σχ. 1 

β) Αν 𝑟1 =  𝑟2 , τότε μία λφςθ τθσ ΔΕ (5) είναι 𝑦1 𝑥 = 𝑥𝑟1 . Με τθν μζκοδο υποβιβαςμοφ 

τάξθσ μποροφμε να προςδιορίςουμε το δεφτερο μζλοσ του κεμελιϊδουσ ςυνόλου λφςεων 

τθσ (5),  𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑟1 𝑙𝑛𝑥, 𝑥 > 0.  

Ζνασ διαφορετικόσ τρόποσ να προςδιορίςουμε τθν 2θ λφςθ είναι ο εξισ: 

Το αριςτερό μζλοσ τθσ ΔΕ (5) με τθν βοικεια του διαφορικοφ τελεςτι: 

 𝐿 = 𝑥2𝐷2 + 𝑥𝑝𝑜𝐷 + 𝑞𝑜  γράφεται 𝐿 𝑦(𝑥) .  

Αν κεωριςουμε ότι 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑟  τότε ζχουμε  𝐿 𝑥𝑟 = 𝑓 𝑟 𝑥𝑟 = (𝑟 − 𝑟1)2𝑥𝑟 , ςτθν 

περίπτωςθ που 𝑟1 =  𝑟2 . 

Ραραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ 𝑟 ζχουμε 

𝜕

𝜕𝑟
𝐿 𝑥𝑟  = 𝐿  

𝜕𝑥𝑟

𝜕𝑟
 = 𝐿  

𝜕𝑒𝑟𝑙𝑛𝑥

𝜕𝑟
 = 𝐿 𝑥𝑟 𝑙𝑛𝑥 = 2 𝑟 − 𝑟1 𝑥

𝑟 + (𝑟 − 𝑟1)2𝑥𝑟 𝑙𝑛𝑥        (8) 

Η ςχζςθ (8) για 𝑟 = 𝑟1 μασ δίνει ότι 𝐿 𝑥𝑟1 𝑙𝑛𝑥 = 0, άρα μία δεφτερθ λφςθ τθσ (5) είναι θ 

𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑟1 𝑙𝑛𝑥. 

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑥
𝑟1 + 𝑐2𝑥

𝑟1 𝑙𝑛𝑥,    𝑥 > 0      (9) 

Κακϊσ το 𝑥 → 0 (ςτο ιδιάηον ςθμείο), μία λφςθ τθσ μορφισ 𝑥𝑟1 𝑙𝑛𝑥 τείνει ςτο μθδζν αν το 

𝑟1 > 0, ενϊ γίνεται μθ φραγμζνθ αν  𝑟1 ≤ 0 . 
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Παράδειγμα 2: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑥2𝑦′′ + 5𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 0, 𝑥 > 0. 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑟  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ 

παίρνουμε τθ εξίςωςθ δεικτϊν: 𝑟 𝑟 − 1 + 5𝑟 + 4 = 0 ⇒ 𝑟1 = 𝑟2 = −2. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑥
−2 + 𝑐2𝑥

−2𝑙𝑛𝑥,    𝑥 > 0. 

Και οι δφο λφςεισ τθσ ΔΕ είναι μθ φραγμζνεσ για  𝑥 → 0. 

 

Σχ. 2 

γ) Αν 𝑟1,2 = 𝜅 ± 𝑖𝜇 τότε μία μιγαδικι λφςθ τθσ ΔΕ (5) είναι θ 

𝑦 1 𝑥 = 𝑥𝜅+𝑖𝜇 = 𝑥𝜅𝑥𝑖𝜇 = 𝑥𝜅𝑒𝑖𝜇𝑙𝑛𝑥 = 𝑥𝜅 (𝑐𝑜𝑠 𝜇𝑙𝑛𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑙𝑛𝑥 )  (10) 

Επομζνωσ, ζχουμε δφο πραγματικζσ λφςεισ τθσ ΔΕ, οι οποίεσ είναι γραμμικά ανεξάρτθτεσ, 

τισ  𝑦1 𝑥 = 𝑥𝜅𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑙𝑛𝑥) και 𝑦2 𝑥 = 𝑥𝜅𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑙𝑛𝑥). 

Η γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑥𝜅 𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑙𝑛𝑥) ,    𝑥 > 0. (11) 

Παράδειγμα 3: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ:  𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0, 𝑥 > 0. 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑟  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ 

παίρνουμε τθ εξίςωςθ δεικτϊν: 𝑟 𝑟 − 1 + 𝑟 + 1 = 0 ⇒ 𝑟1,2 = ±𝑖. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥),    𝑥 > 0,   

που παριςτάνει μία ταλάντωςθ ςτακεροφ πλάτουσ (εφόςον δεν υπάρχει ο όροσ 𝑥𝜅 ) με 

ςυχνότθτα θ οποία αυξάνεται κακϊσ το 𝑥 → 0. (Σχ.3) 

     

                

Σχ. 3       Σχ. 4      

Παράδειγμα 4: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 𝑥2𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 26𝑦 = 0, 𝑥 > 0. 

Επίλυςθ: Υποκζτοντασ λφςεισ τθσ μορφισ 𝑦 𝑥 = 𝑥𝑟  και αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ 

παίρνουμε τθ εξίςωςθ δεικτϊν: 𝑟 𝑟 − 1 − 𝑟 + 26 = 0 ⇒ 𝑟1,2 = 1 ± 5𝑖. 

Επομζνωσ, θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ είναι: 𝑦 𝑥 = 𝑥 𝑐1𝑐𝑜𝑠(5𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛(5𝑙𝑛𝑥) ,    𝑥 > 0,   

που είναι μια ςυνάρτθςθ θ οποία τείνει ςτο μθδζν (εφόςον  το  𝜅 > 0 ) και ταλαντϊνεται 

ολοζνα ταχφτερα κακϊσ το 𝑥 → 0. (Σχ. 4) 
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Μποροφμε να λάβουμε πραγματικζσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ Euler ςτο διάςτθμα 𝑥 < 0 

κάνοντασ τθν ακόλουκθ αλλαγι μεταβλθτϊν. Ζςτω ότι 𝑥 = −𝜉, όπου 𝜉 > 0 και  

𝑦 𝑥 = 𝑢 𝜉 . Για τισ παραγϊγουσ τθσ ςυνάρτθςθσ 𝑦 𝑥  ζχουμε 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝜉

𝑑𝜉

𝑑𝑥
= −

𝑑𝑢

𝑑𝜉
   και 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =

𝑑

𝑑𝜉
 −

𝑑𝑢

𝑑𝜉
 

𝑑𝜉

𝑑𝑥
=

𝑑2𝑢

𝑑𝜉2
 

Οπότε θ ΔΕ (4) για 𝑥 < 0 παίρνει τθ μορφι:   

𝜉2𝑢′′ − 𝜉𝑝𝑜 −𝑢′ + 𝑞𝑜𝑢 = 0 ⇒ 

𝜉2𝑢′′ + 𝜉𝑝𝑜𝑢′ + 𝑞𝑜𝑢 = 0,   𝜉 > 0       (12) 

που είναι τθσ ίδιασ μορφισ με τθν (5). 

Από τισ εξιςϊςεισ (7), (9), και (11) ζχουμε   

𝑢 𝜉 =  

𝑐1𝜉
𝑟1 + 𝑐2𝜉

𝑟2 , 𝛼𝜈 𝑟1 ≠ 𝑟2, 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ  
𝑐1𝜉𝑟1 + 𝑐2𝜉

𝑟1 𝑙𝑛𝑥,    𝛼𝜈 𝑟1 = 𝑟2

𝜉𝜅 𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑙𝑛𝜉) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑙𝑛𝜉) , 𝛼𝜈  𝑟1,2 = 𝜅 ± 𝑖𝜇 
    𝛾𝜄𝛼 𝜉 > 0   (13) 

Για να λάβουμε το 𝑢 ςαν ςυνάρτθςθ του 𝑥 αντικακιςτοφμε ςτισ  εξιςϊςεισ (13) το 𝜉 με το 

(−𝑥). 

Μποροφμε να γράψουμε τα αποτελζςματα για 𝑥 > 0 και για 𝑥 < 0 με ενιαίο τρόπο ωσ 

ακολοφκωσ: 

𝑦 𝑥 =  

𝑐1 𝑥 𝑟1 + 𝑐2 𝑥 𝑟2 ,   𝛼𝜈 𝑟1 ≠ 𝑟2, 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ 

𝑐1 𝑥 𝑟1 + 𝑐2 𝑥 𝑟1𝑙𝑛 𝑥 ,   𝛼𝜈 𝑟1 ≠ 𝑟2 
 𝑥 𝜅 𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑙𝑛 𝑥 ) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑙𝑛 𝑥 ) ,   𝑟1,2 = 𝜅 ± 𝑖𝜇   

    𝑥 ≠ 0  (14) 

 

Ζνασ διαφορετικόσ τρόποσ επίλυςθσ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ Euler βαςίηεται ςτθν αλλαγι 

τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ 𝑥 = 𝑒𝑡 ⇒ 𝑡 = 𝑙𝑛𝑥, 𝑥 > 0. [Αν 𝑥 < 0 τότε κζτουμε −𝑥 = 𝑒𝑡 ⇒

𝑡 = ln(−𝑥)]. 

Αν 𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑡 , τότε ζχουμε 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒−𝑡    και 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 =
𝑑

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =

𝑑

𝑑𝑡
 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒−𝑡 

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=  

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 −
𝑑𝑢

𝑑𝑡
 𝑒−2𝑡 . 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν εξίςωςθ (5) προκφπτει 

𝑒2𝑡  
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 𝑒−2𝑡 + 𝑒𝑡𝑝𝑜

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒−𝑡 + 𝑞𝑜𝑢 = 0 ⇒ 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 +  𝑝𝑜 − 1 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑞𝑜𝑢 = 0       (15) 

Ρου είναι μία ΔΕ ωσ προσ 𝑢(𝑡) με ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ και θ οποία δζχεται λφςεισ τθσ 

μορφισ  𝑢 𝑡 = 𝑒𝜆𝑡 . Η ΧΕ τθσ (15) είναι 𝜆2 +  𝑝𝑜 − 1 𝜆 + 𝑞𝑜 = 0 θ οποία είναι ακριβϊσ θ 

ίδια με τθν εξίςωςθ δεικτϊν. 

Οι λφςεισ τθσ (15) ανάλογα με τισ ιδιοτιμζσ τθσ ΔΕ (15) είναι 

𝑢 𝑡 =  

𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑡 , 𝛼𝜈 𝜆1 ≠ 𝜆2, 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ 

𝑐1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑡𝑒

𝜆1𝑡 ,   𝛼𝜈 𝜆1 = 𝜆2

𝑒𝑘𝑡  𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑡) + 𝑐2𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑡) ,      𝛼𝜈  𝜆1,2 = 𝜅 ± 𝑖𝜇

    (16) 

Στισ εξιςϊςεισ (16) αν κζςουμε όπου 𝑡 = 𝑙𝑛𝑥 , κα πάρουμε τισ λφςεισ (7), (9) και (11) 

αντίςτοιχα για τισ τρείσ περιπτϊςεισ, (α), (β) και (γ). 
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Παράδειγμα 5: Να βρεκεί θ γενικι λφςθ τθσ ΔΕ: 

  𝑥2𝑦′′ − 3𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 2𝑙𝑛𝑥 +
𝑥2

(𝑙𝑛𝑥 )2 , 𝑥 > 0. 

Επίλυςθ: Η ΔΕ είναι μία μθ ομογενισ εξίςωςθ Euler. Η γενικι λφςθ τθσ κα είναι  

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑦𝛾𝜀𝜈

𝜊𝜇  𝑥 + 𝑦𝜀𝜄𝛿 (𝑥). 

1οσ τρόποσ επίλυςθσ: Για τθν ομογενι κεωροφμε λφςεισ τθσ μορφισ 𝑥𝑟  και 

αντικακιςτϊντασ ςτθ ΔΕ παίρνουμε τθν εξίςωςθ δεικτϊν: 

 𝑟 𝑟 − 1 − 3𝑟 + 4 = 0 ⇒ 𝑟1 = 𝑟2 = 2  οι εκκζτεσ ιδιομορφίασ 

Άρα θ γενικι λφςθ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ είναι 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑥

2 + 𝑐2𝑥
2𝑙𝑛𝑥       (17) 

Για τον προςδιοριςμό τθσ ειδικισ λφςθσ κα πρζπει να εργαςτοφμε με τθν μζκοδο Lagrange 

διότι θ ΔΕ ζχει μεταβλθτοφσ ςυντελεςτζσ. 

𝑦𝜀𝜄𝛿  𝑥 = 𝑢1 𝑥 𝑥2 + 𝑢2(𝑥)𝑥2𝑙𝑛𝑥      (18) 

Η ορίηουςα Wronski των λφςεων τθσ ομογενοφσ είναι 𝑊 𝑥 =  𝑥
2 𝑥2𝑙𝑛𝑥

2𝑥 2𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥
 = 𝑥3 

Οι ςυναρτιςεισ 𝑢1 𝑥  και 𝑢2 𝑥  κα προςδιοριςκοφν από τα ολοκλθρϊματα: 

𝑢1 𝑥 = − 
𝑥2𝑙𝑛𝑥

𝑥3  
𝑠𝑖𝑛 2𝑙𝑛𝑥  

𝑥2 +
1

 𝑙𝑛𝑥  2 𝑑𝑥 = − 
𝑙𝑛𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑙𝑛𝑥  

𝑥3 𝑑𝑥 − 
1

𝑥𝑙𝑛𝑥  
𝑑𝑥  (19) 

𝑢2 𝑥 =  
𝑥2

𝑥3  
𝑠𝑖𝑛 2𝑙𝑛𝑥  

𝑥2 +
1

 𝑙𝑛𝑥  2 𝑑𝑥 =  
𝑠𝑖𝑛  2𝑙𝑛𝑥  

𝑥3 𝑑𝑥 +  
1

𝑥 𝑙𝑛𝑥  2  
𝑑𝑥    (20) 

Ο υπολογιςμόσ των ολοκλθρωμάτων ςτισ ςχζςεισ (19) και (20) είναι αρκετά πολφπλοκοσ.  

2οσ τρόποσ επίλυςθσ: Θζτοντασ 𝑥 = 𝑒𝑡  και 𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑡 , θ ΔΕ μεταςχθματίηεται ςε μία μθ 

ομογενι ΔΕ με ςτακεροφσ ςυντελεςτζσ 
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
− 4

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 4𝑢 = 𝑠𝑖𝑛2𝑡 +

𝑒2𝑡

𝑡2
      (21) 

Η γενικι λφςθ τθσ ομογενοφσ είναι: 𝑢𝛾𝜀𝜈
𝜊𝜇  𝑡 = 𝑐1𝑒

2𝑡 + 𝑐2𝑡𝑒
2𝑡 .          (22) 

Η ορίηουςα  Wronski για τισ λφςεισ 𝑒2𝑡  και 𝑡𝑒2𝑡  είναι: 𝑊 𝑡 =  𝑒2𝑡 𝑡𝑒2𝑡

2𝑒2𝑡 𝑒2𝑡 + 2𝑡𝑒2𝑡 = 𝑒4𝑡  

Η ειδικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ για το μθ ομογενι όρο 𝑠𝑖𝑛2𝑡 μπορεί να προςδιοριςκεί με 

τθν μζκοδο των προςδιοριςτζων ςυντελεςτϊν, ενϊ για το μθ ομογενι όρο  
𝑒2𝑡

𝑡2  κα πρζπει 

να χρθςιμοποιιςουμε τθν μζκοδο Lagrange. 

Επομζνωσ θ μορφι τθσ ειδικισ λφςθσ είναι: 

𝑢𝜀𝜄𝛿  𝑡 = 𝑢𝜀𝜄𝛿 1 𝑡 + 𝑢𝜀𝜄𝛿 2 𝑡 = 𝛢 𝑐𝑜𝑠 2𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛 2𝑡 + 𝑢1 𝑡 𝑒
2𝑡 + 𝑢2 𝑡 𝑡𝑒

2𝑡 . (23) 

Για τθν  𝑢𝜀𝜄𝛿 1 𝑡 = 𝛢 𝑐𝑜𝑠 2𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛 2𝑡  οι ςυντελεςτζσ 𝛢, 𝐵 προςδιορίηονται 

αντικακιςτϊντασ αυτιν ςτθ ΔΕ: 
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
− 4

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 4𝑢 = 𝑠𝑖𝑛2𝑡, οπότε προκφπτει 𝛢 = 1/8 και 

𝐵 = 0. Άρα 𝑢𝜀𝜄𝛿 1 𝑡 =
1

8
cos(2𝑡).       (24) 

Για τθν 𝑢𝜀𝜄𝛿 2 𝑡 = 𝑢1 𝑡 𝑒2𝑡 + 𝑢2 𝑡 𝑡𝑒
2𝑡 , οι ςυναρτιςεισ 𝑢1 𝑡  και 𝑢2 𝑡  προςδιορίηονται 

από τα ολοκλθρϊματα 

𝑢1 𝑡 = − 
𝑡𝑒2𝑡

𝑒4𝑡
 
𝑒2𝑡

𝑡2
𝑑𝑡 = −  

1

𝑡
 𝑑𝑡 = −𝑙𝑛𝑡 

𝑢2 𝑡 =  
𝑒2𝑡

𝑒4𝑡
 
𝑒2𝑡

𝑡2
𝑑𝑡 =  

1

𝑡2
 𝑑𝑡 = −

1

𝑡
 

Άρα  𝑢𝜀𝜄𝛿 2 𝑡 = −𝑒2𝑡𝑙𝑛𝑡 −
1

𝑡
𝑡𝑒2𝑡 = −𝑒2𝑡𝑙𝑛𝑡 − 𝑒2𝑡 .     (25) 
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Επομζνωσ, από τισ ςχζςεισ (22), (24), και (25) ζχουμε  

𝑢𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑡 = 𝑐1𝑒

2𝑡 + 𝑐2𝑡𝑒
2𝑡 +

1

8
𝑐𝑜𝑠 2𝑡 −𝑒2𝑡𝑙𝑛𝑡,    (26) 

όπου ο όροσ −𝑒2𝑡  ςτθν εξίςωςθ (25) ζχει απορροφθκεί ςτθ λφςθ τθσ ομογενοφσ. 

Από τθν εξίςωςθ (26), κζτοντασ όπου 𝑡 = 𝑙𝑛𝑥 ζχουμε τθν λφςθ τθσ αρχικισ εξίςωςθσ 

𝑦𝛾𝜀𝜈
𝜇𝜂  𝜊𝜇  𝑥 = 𝑐1𝑥

2 + 𝑐2𝑥
2𝑙𝑛𝑥 +

1

8
𝑐𝑜𝑠 2𝑙𝑛𝑥 −𝑥2𝑙𝑛(𝑙𝑛𝑥).     (27) 

 

 

 

 


