
5
Συστήµατα Σωµατιδίων

5.1 ∆ιατήρηση της Ορµής, Εφαρµογές

5.1.1 Ορµή

Ορµή συστήµατος σωµατιδίων – εσωτερικές δυνάµεις

΄Εχουµε ένα σύνολο N σωµατιδίων µε µάζες mk, ταχύτητες vk και ορµές pk = mkvk.

υ1

υ2

υN

m1

m2

mN

Σχήµα 5.1

Η ολική ορµή του συστήµατος είναι

pολ = p1 + p2 + . . .+ pN =

N∑
k=1

pk

Τα σωµατίδια δέχονται εσωτερικές δυνάµεις από τα υπόλοιπα σωµατίδια του συστήµατος και εξωτερικές δυνά-
µεις εκτός του συστήµατος.

dpk
dt

= Fk,εσ + Fk,εξ

dpολ

dt
=

dp1

dt
+ . . .+

dpN
dt

=

N∑
k=1

Fk,εξ +

N∑
k=1

Fk,εσ

Οι εσωτερικές δυνάµεις συνολικά αλληλοαναιρούνται. Νόµος ∆ράσης – Αντίδρασης ανάµεσα σε δύο οποιαδή-
ποτε σωµατίδια.

F1, εσ

m1 m2

F2, εσ
Απόδειξη. Παίρνουµε δύο σώµατα:

F2,εσ = −F1,εσ ⇒ F1,εσ + F2,εσ = 0
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⇒ dpολ

dt
=

N∑
k=1

Fk,εξ = Fεξ

Η ολική ορµή του συστήµατος αλλάζει από την επίδραση µόνο των εξωτερικών προς το σύστηµα δυνάµεων.

Κέντρο Μάζας

Ορισµός του κέντρου µάζας :

RΚΜ =
m1r1 +m2r2 + . . .+mNrN

m1 +m2 + . . .+mN

M =

N∑
k=1

mk, RΚΜ =
1

M

N∑
k=1

mkrk

r1 r2
rN

m1
m2

mN

0

Σχήµα 5.2

Ταχύτητα κέντρου µάζας :
dRΚΜ

dt
=

1

M

N∑
k=1

mk
drk
dt

vΚΜ =
1

M

N∑
k=1

mkvk

vΚΜ =
1

M

N∑
k=1

pk ⇒ pολ = MvΚΜ

⇒M
dvΚΜ

dt
= Fεξ

δηλαδή το κέντρο µάζας του συστήµατος κινείται σαν ένα σηµειακό σώµα µάζας M υπό την επίδραση των
εξωτερικών δυνάµεων.

Εφαρµογή 1: ∆ύο σηµειακά σώµατα m1,m2

r1 + ∆r = r2

RΚΜ =
1

M
(m1r1 +m2r2)

RΚΜ =
m1

M
r1 +m2 (r1 + ∆r)

RΚΜ = r1 +
m2

M
∆r
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r1
rΚΜ r2

m1

m2

0

Δr

Σχήµα 5.3

x = 0

dm = λdxx

dx l x

Σχήµα 5.4

Εφαρµογή 2: Λεπτή οµογενής ϱάβδος µήκους l και µάζας M

Για συνεχή κατανοµή µάζας χωρίζουµε το σώµα σε µικρά κοµµατάκια N το πλήθος και στοιχειώδης µάζας
dmk, k = 1, 2, . . . , N και παίρνουµε το N να τείνει στο άπειρο. Με λ συµβολίζουµε την πυκνότητα µάζας ανά
µονάδα µήκους.

λ =
M

l

xΚΜ =
1

m

N∑
k=1

xkdmk︸ ︷︷ ︸
limN→∞

=
1

M

∫
ϱάβδος

x dm =

∫ l

0

x
λ

M
dx

xΚΜ = λ
x2

2

∣∣∣l
0

=
λ

M

l2

2
=
M

M

1

l

l2

2
=
l

2

Γενικά έχουµε

RΚΜ =
1

M

N∑
k=1

rkdmk =
1

M

∫
Σώµα

rdm

dm = ρ(r)dV,

όπου dV ο στοιχειώδης όγκος και ρ η πυκνότητα στο σηµείο r.

Εφαρµογή 3: Λεπτή οµογενής ϱάβδος µήκους l, µάζας m, σε σχήµα ηµικυκλίου

0 x

y

ds,  dm= λds

r

θ

Σχήµα 5.5
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΄Εχουµε

λ =
M

l
, πR = l

RΚΜ =
1

M

∫
ϱάβδος

rdm, r = xx̂+ yŷ

r = R cos θx̂+R sin θŷ

dm = λds = λRdθ

⇒ xΚΜ =
1

M

∫ π

0

R cos θλRdθ =
λR2

M

∫ π

0

cos θdθ = 0

⇒ xΚΜ = 0

yΚΜ =
1

M

∫ π

0

R sin θλRdθ =
λR2

M

∫ π

0

sin θdθ

=
λR2

M
(−(−1)− (−1)) =

2λR2

M
= 2

M

l

R2

M

yΚΜ = 2
R2

l
=

2

l

l2

π2
=

2l

π2

Εφαρµογή 4: ∆υναµική ενέργεια σε οµογενές πεδίο ϐαρύτητας

z

m1

m2
mN

z1 z2 z3

Σχήµα 5.6

U =

N∑
k=1

mkgzk =

N∑
k=1

mkzkg = MgzΚΜ

zΚΜ =
1

M

N∑
k=1

mkzk

Η δυναµική ενέργεια είναι ελάχιστη όταν το zΚΜ είναι ελάχιστο. Η δύναµη ϐαρύτητας για ένα στερεό σώµα
είναι :

B =

N∑
k=1

mkg = Mg

5.1.2 Κίνηση ως προς το Κέντρο Μάζας

rk = RΚΜ + r′k

MRΚΜ =

N∑
k=1

mkrk =

N∑
k=1

mk (RΚΜ + r′k)

=

N∑
k=1

mkRΚΜ +

N∑
k=1

mkr
′
k = MRΚΜ +

N∑
k=1

mkr
′
k
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mk

r´k
rk

RΚΜ

0

Σχήµα 5.7

⇒
N∑
k=1

mkr
′
k = 0

Παραγωγίζουµε
N∑
k=1

mk
dr′k
dt

= 0

Ταχύτητα σωµατιδίου ως προς το σύστηµα του κέντρου µάζας

uk =
dr′k
dt

, p′k = mkuk

⇒
N∑
k=1

mkuk = 0⇒
N∑
k=1

p′k = 0

ως προς το κέντρο µάζας η ολική ορµή του συστήµατος είναι µηδέν. Ακόµη ισχύει :

vk = vΚΜ + uk

όπου
vk =

drk
dt

Για την κινητική ενέργεια συστήµατος σωµατιδίων έχουµε

Kολ =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 + . . .+

1

2
mNv

2
N =

1

2

N∑
k=1

mkv
2
k

=
1

2

N∑
k=1

mkvk · vk =
1

2

N∑
k=1

mk (vΚΜ + uk) · (vΚΜ + uk)

=
1

2

N∑
k=1

mkvΚΜ · vΚΜ +
2

2

N∑
k=1

mkuk · vΚΜ +
1

2

N∑
k=1

mkuk · uk

αλλά
∑N
k=1mkuk = 0

⇒ Kολ =
1

2
Mv2

ΚΜ +
1

2

N∑
k=1

mku
2
k

άρα η ολική ενέργεια γράφεται σαν το άθροισµα της ενέργειας του κέντρου µάζας και της ενέργειας του
συστήµατος ως προς το κέντρο µάζας.

Πρόβληµα 1

Ψαράς σε ένα µικρό πλοίο καµακώνει έναν καρχαρία. Ο καρχαρίας είναι αρχικά ακίνητος και σε απόσταση
300 m από το πλοίο. Κατά τη διαδικασία που ο ψαράς τραβάει τον καρχαρία προς το µέρος του το πλοίο (που
αρχικά ηρεµούσε) κινείται 45 m προς τον καρχαρία. Μάζα πλοίου = 5400 Kg.

(α) Πόση είναι η µάζα Mκ του καρχαρία ; Υποθέστε ότι το νερό δεν ασκεί τριβές.

(ϐ) Ποια είναι η σχέση της ταχύτητας πλοίου µε την ταχύτητα του καρχαρία ;
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Μπ

F T = -F Μκ

sολ = 300 m

Σχήµα 5.8

Λύση:

(α) Οι δυνάµεις στο σύστηµα πλοίο–καρχαρίας είναι εσωτερικές άρα η ορµή διατηρείται και το κέντρο µάζας
είναι σε σταθερή ϑέση (ακίνητο).

xΚΜ =
xκMκ

Mπ +Mκ
= σταθερό µε το χρόνο

Τα δύο σώµατα συναντιώνται στο xΚΜ, εποµένως

xΚΜ = 45 m, xκ = 300 m

⇒Mκ = Mπ
xΚΜ

xκ − xΚΜ
= 953 Kg

(ϐ)
P (αρχική) = 0⇒ P (t) = 0

Mπvπ +Mκvκ = 0⇒ vκ = −vπ
Mπ

Mκ

5.1.3 Ελαστική Κρούση

Σώµα µάζας m1 κινείται οριζόντια χωρίς τριβές µε ταχύτητα v1 και συγκρούεται πλευρικά µε ακίνητο σώµα
µάζας m2. Η κρούση είναι τελείως ελαστική, δηλαδή διατηρείται η ενέργεια.
Περιγράψτε την κρούση στο σύστηµα του εργαστηρίου και στο σύστηµα του κέντρου µάζας.

m1 m2 θ1
θ2

m2

m1

υ´2

υ´1

υ1 υ2 = 0

πριν µετά

m1 m2 θ

m2

m1

u´2

u´1

u1 u2

πριν µετά

x x

x xθ

σύστηµα εργαστηρίου

σύστηµα κέντρου µάζας

Σχήµα 5.9
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vΚΜ =
m1

m1 +m2
v1 =

m1

m
v1, όπου m = m1 +m2

v1 = vΚΜ + u1, v2 = vΚΜ + u2, v2 = 0

p′1 = m1u1 = m1 (v1 − vΚΜ) =
m1m2

m
v1

p′2 = m2u2 = m2 (−vΚΜ) = −m1m2

m
v1

p′προ = p′1 + p′2 = 0 = p′µετά

m1u1 +m2u2 = 0 και m1u
′
1 +m2u

′
2 = 0

Στην ελαστική κρούση έχουµε διατήρηση της ορµής και διατήρηση της ενέργειας.

(α) u1 = u′1 και u2 = u′2.

Απόδειξη.

1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2 =

1

2
m1u

′2
1 +

1

2
m2u

′2
2

m1u1 = −m2u2 ⇒ m1|u1| = m2|u2| ⇒ m1u1 = m2u2

⇒ u2 =
m1

m2
u1 και u′2 =

m1

m2
u′1

⇒ m1u
2
1 +m2

m2
1

m2
2

u2
1 = m1u

′2
1 +m2

m2
1

m2
2

u′21

⇒ u2
1

��
��

��
(
m1 +

m2
1

m2

)
= u′21

��
��

��
(
m1 +

m2
1

m2

)
⇒ u2

1 = u′21 ⇒ u1 = u′1

(ϐ) Σχέση µεταξύ των γωνιών θ1 και θ:

tan θ1 =
sin θ1

cos θ1
=
v′1 sin θ1

v′1 cos θ1
=
v′1y
v′1x

=
u′1y
v′1x

Ισχύει
v′1 = vΚΜ + u′1

⇒

{
v′1y = u′1y, διότι vΚΜ‖x̂
v′1x = vΚΜ + u′1x = vΚΜ + u′1 cos θ

u′1y = u′1 sin θ

tan θ1 =
u′1 sin θ

vΚΜ + u′1 cos θ
, u′1 = u1

vΚΜ =
m1

m1 +m2
v1 =

m1

m1 +m2
(vΚΜ + u1)

⇒ m2vΚΜ = m1u1 ⇒
vΚΜ

u1
=
m1

m2

⇒ tan θ1 =
sin θ

m1

m2
+ cos θ

5.1.4 Συστήµατα Μεταβλητής Μάζας

Πρόβληµα 2: ∆ορυφόρος σε διαπλανητική σκόνη

Υποθέτουµε το σύννεφο σκόνης ακίνητο και ότι ο δορυφόρος καθώς κινείται συγκρούεται µε τους κόκκους της
σκόνης και όλη η ποσότητα σκόνης που συναντάει κολλάει επάνω στην εµπρόσθια επιφάνειά του. ΄Εστω ρ η
πυκνότητα σκόνης ανά µονάδα όγκου, s η εµπρόσθια επιφάνεια του δορυφόρου καιm∆ η µάζα του δορυφόρου.
Ζητάµε την ταχύτητα του δορυφόρου σε χρόνο t.
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dx = υdt

s

Σχήµα 5.10

Λύση:

Σε χρόνο dt ο δορυφόρος κινείται κατά dx = vdt και η σκόνη στον όγκο sdx = svdt επικολλάται στο δορυφόρο.
Εποµένως έχουµε

dm∆

dt
= ρs

dx

dt
= ρsv = cv

Το σύστηµα δορυφόρος–σκόνη έχει σταθερή ορµή, µόνο εσωτερικές δυνάµεις

pολ = m∆v + 0

όπου το σύνννεφο σκόνης είναι ακίνητο, άρα έχει ταχύτητα µηδέν

pολ = σταθερό⇒ dpολ

dt
= 0

⇒ m∆
dv

dt
+ v

dm∆

dt
= 0

⇒ dv

dt
= −dm∆

dt

v

m∆
= −c v2

m∆(t)

∆ιατήρηση ορµής ξανά:
m∆0v0 = m∆(t)v

⇒ m∆(t) =
m∆0v0

v
όπου m∆0 = m∆(t = 0)

⇒ dv

dt
= −c v3

m∆0v0

⇒ dv

v3
= − c

m∆0v0
dt

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε ∫ v

v0

dv

v3
= − c

m∆0v0
t⇒ −1

2

(
1

v2
− 1

v2
0

)
= − ct

m∆0v0

1

v2
=

1

v2
0

+
2c

m∆0v0
t

v2 =
v2

0

2cv0

m∆0
t+ 1

Το v2 ϑα τείνει στο µηδέν όταν το t τείνει στο άπειρο.
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Πρόβληµα 3: Πύραυλος εκτός πεδίου ϐαρύτητας

Πύραυλος εκπέµπει προς τα πίσω καυσαέρια µε ταχύτητα v0 ως προς τον πύραυλο µε σταθερό ϱυθµό a,
δηλαδή

dmπ

dt
= −a, a > 0

Βρείτε την ταχύτητα του πύραυλου για όσο χρονικό διάστηµα δουλεύουν οι κινητήρες του.

Λύση:

Τη χρονική στιγµή t ο πύραυλος έχει µάζα mπ και ταχύτητα v. ΄Εχουµε v = vx̂ και v0 = −v0x̂ ως προς τον
πύραυλο.
Το σύστηµα είναι ο πύραυλος και όλο το καυσαέριο που έχει εκπέµψει. Η ολική ορµή διατηρείται.

pολ(t) = mπ(t)v(t) + pκαυσαερίων(t)

dpολ

dt
=

d

dt
(mπv) +

dpκαυσαερίων

dt
= 0

dmπ

dt
v +mπ

dv

dt
+

dmκαυσαερίων

dt
(v0 + v) = 0

dmκ

dt
= −dmπ

dt
= a

⇒ mπ
dv

dt
− dmπ

dt
v0 = 0

⇒ mπ
dv

dt
+

dmπ

dt
v0 = 0

⇒ mπdv + dmπv0 = 0

⇒ dv = −v0
dmπ

mπ

και ολοκληρώνουµε

v(t)− v(0) = −v0 ln
mπ(t)

mπ(0)

mπ(t) = mπ(0)− at

⇒ v(t) = v(0) + v0 ln
mπ(0)

mπ(t)

Η ταχύτητα του πυραύλου αυξάνεται λογαριθµικά µε το χρόνο.

Πρόβληµα 4: Πύραυλος εντός πεδίου ϐαρύτητας

Πύραυλος (ϱουκέτα) µε αρχική µάζαm0 εκτονώνει αέρια προς τα κάτω µε ϱυθµό β και µε ταχύτητα v0 ως προς
τον πύραυλο. Η τιµή του β ϱυθµίζεται κατά ϐούληση.

(α) Να ϐρεθεί το β ως συνάρτηση του χρόνου, έτσι ώστε ο πύραυλος να παραµένει ακίνητος στον αέρα σε
µικρό ύψος επάνω από το έδαφος.

(ϐ) Εάν τα καύσιµα που εκτονώνονται έχουν σταθερή τιµή a, υπολογίστε την ταχύτητα ανόδου της ϱουκέτας,
a > β του προηγούµενου ερωτήµατος.

Λύση:

(α) Παράγουµε την εξίσωση κίνησης του πυραύλου (ϱουκέτας) µε έναν διαφορετικό τρόπο

∆p = (mπ −∆mκ) (v + ∆v) + ∆mκ (v + v0)−mπv

∆p = mπ∆v + ∆mκv0

Ο όρος ∆mκ∆v µε το διπλό διαφόρικο είναι αµελητέος σε σχέση µε τους άλλους όρους και τον αγνοούµε στο
όριο ∆t→ 0.

F =
dp

dt
= mπ

dv

dt
+

dmκ

dt
v0
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όπου
β =

dmκ

dt
= −dmπ

dt
> 0

F = −mgẑ, v0 = −v0ẑ, v = vẑ

−mπg = mπ
dv

dt
− βv0

dv

dt
= 0, πύραυλος ακίνητος

⇒ βv0 = mπg ⇒ dβ

dt
v0 =

dmπ

dt
g

⇒ v0
dβ

dt
= −βg ⇒ dβ

dt
= − g

v0
β

⇒ dβ

β
= − g

v0
dt ⇒ β(t) = β0e−(g/v0)t

όπου
β0 = β(t = 0)

(ϐ)

−mπg = mπ
dv

dt
− av0

dv

dt
= −g + a

v0

mπ(t)
, mπ(t) = m0 − at

v(t) = −gt+ av0

∫ t

0

dt′

m0 − at′
, v(t = 0) = 0

v(t) = −gt+ v0 ln
m0

m0 − at

Πρόβληµα 5

Αλυσίδα µάζας m και µήκους l ϐρίσκεται σωριασµένη στο χείλος ενός τραπεζιού. Με µια µικρή ώθηση το ένα
άκρο της αλυσίδας αρχίζει να πέφτει. Το κάθε τµήµα εγκαταλείπει το τραπέζι µε ταχύτητα µηδέν, αλλά µόλις
ϐρεθεί στο κενό αποκτά την ταχύτητα της αλυσίδας, που είναι ήδη σε κίνηση.

(α) Πόση είναι η ταχύτητα της αλυσίδας, όταν ϐρίσκεται στο κενό µήκος της ίσο µε x;

(ϐ) ΄Οταν ϐρεθεί στο κενό ολόκληρη η αλυσίδα, τι ποσοστό από την αρχική δυναµική ενέργεια έχει µετατραπεί
σε κινητική ενέργεια ;

x

υ

Σχήµα 5.11
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Λύση:

(α) Η γραµµική πυκνότητα αλυσίδας είναι µ = m/l, ενώ για τη µάζα αλυσίδας στο κενό έχουµε m(x) = µx.

dp

dt
= F (x), F (x) = m(x)g = µgx

p = m(x)v

dp

dt
=

dm

dt
v +m

dv

dt
=

dm

dx

dx

dt
v +m

dv

dx

dx

dt

µgx = µv2 + µxv
dv

dx
⇒ gx = v2 + x

dv

dx
v

Λύση της διαφορικής εξίσωσης :

gx = v2 +
x

2

dv2

dx

y = v2 ⇒ gx = y +
x

2

dy

dx

πολλαπλασιάζουµε την εξίσωση µε x και ορίζουµε νέα µεταβλητή την z = x2y

gx2 = yx+
x2

2

dy

dx

⇒ dz

dx
= 2xy + x2 dy

dx

⇒ dz

dx
= 2gx2 ⇒ dz = 2gx2dx

⇒ z =
2

3
gx3

⇒ x2y =
2

3
gx3 ⇒ y =

2

3
gx

⇒ v2 =
2

3
gx

(ϐ) Η αρχική ενέργεια είναι όλη δυναµική.
Eαρχ = mgl

Eτελ =
1

2
mv2 +mg

l

2
=

1

2
m

2

3
gl +mg

l

2

Eτελ = mgl
5

6

⇒ Eτελ < Eαρχ

∆εν διατηρείται η ενέργεια, ένα µέρος της χάνεται σε τριβές.

5.2 ∆ιατήρηση της Στροφορµής, Εφαρµογές

5.2.1 Ροπή δύναµης – Στροφορµή Σωµατιδίου

Για ένα σώµα µάζας m το οποίο κινείται µε ταχύτητα v ορίζουµε το διάνυσµα της στροφορµής ως προς ένα
σηµείο αναφοράς Ο :

L = r × p, όπου p = mv

Η στροφορµή L είναι διάνυσµα κάθετο στο r και στην ορµή (ταχύτητα) p του σωµατιδίου λόγω του εξωτερικού
γινοµένου.

r ·L = r · (r × p) = (r × r) · p = 0

L⊥ (r,v)
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r
υ

L

m

Σχήµα 5.12

r

N

O

F

Σχήµα 5.13

Η στροφορµή είναι κάθετη στο επίπεδο που ορίζουν τα διανύσµατα r και v.
Η ϱοπή µιας δύναµης ορίζεται ως το εξωτερικό γινόµενο της δύναµης επί το διάνυσµα ϑέσης του σώµατος (ϐλ.
σχήµα 5.13):

N = r × F N⊥ (r,F )

Η ϱοπή της δύναµης είναι κάθετη στο επίπεδο που ορίζουν τα διανύσµατα r και F .

Μεταβολή Στροφορµής µε το χρόνο :

dL

dt
=

d

dt
(r × p) =

dr

dt
× p+ r × dp

dt
= v × p+ r × F =��

��:
0

mv × v + r × F

⇒ dL

dt
= r × F = N

Εάν η ϱοπή της δύναµης είναι µηδέν, τότε η στροφορµή διατηρείται (διανυσµατικά), δηλαδή το διάνυσµα της
στροφορµής είναι σταθερό.

Εάν η δύναµη οφείλεται σε ένα κεντρικό πεδίο δυνάµεων, και εάν υπολογίζουµε τη στροφορµή ως προς αυτό
το σηµείο

F = F (r)r̂ ⇒ r × F = F (r)r × r̂ = 0

⇒ dL

dt
= 0, διότι N = r × F = 0

Η στροφορµή διατηρείται.

Η κίνηση γίνεται τότε σε ένα επίπεδο κάθετο στη στροφορµή L και αυτό το επίπεδο κίνησης παραµένει σταθερό
στο χρόνο.

Παράδειγµα κεντρικών δυνάµεων οι δυνάµεις ϐαρύτητας, όπου το επίπεδο κίνησης της Γης γύρω από τον ΄Ηλιο
παραµένει σταθερό εάν αµελήσουµε την επίδραση των άλλων πλανητών.

Παράδειγµα 1: Ευθύγραµµη κίνηση σώµατος

L = r × p, L = mr × v
Τα r,v είναι στο επίπεδο του χαρτιού, εποµένως το L είναι κάθετο στο επίπεδο του χαρτιού.

L = −m|r| · |v| sin θẑ

Λαµβάνοντας υπόψιν ότι |r| = r και |v| = v, έχουµε

r sin θ = d⇒ L = −mdvẑ
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m

υ

θ

θ

θ

0

d r

x

y

Σχήµα 5.14

Παράδειγµα 2: Κυκλική κίνηση σώµατος

L
υ

r
F

N
O

dL/dt

Σχήµα 5.15

L = mr × v

Κάθετη στο επίπεδο του κύκλου.

N = r × F =
dL

dt

L = mrvẑ, N = −rF ẑ, |r| = r, σταθερό

dL

dt
= mr

dv

dt
ẑ = −rF ẑ ⇒ m

dv

dt
= −F, νόµος του Νεύτωνα

Πρόβληµα 6

Μικρή σφαίρα µάζας m κρέµεται µέσω νήµατος µήκους l από ακλόνητο σηµείο ανάρτησης Κ, και κινείται µε
γωνιακή ταχύτητα ω σε οριζόντια κυκλική τροχιά ακτίνας r (της οποίας το κέντρο Ο ϐρίσκεται στην κατακόρυφο
από το σηµείο ανάρτησης Κ). Βρείτε :

(α) τη στροφορµή της µάζας ως προς τα σηµεία Κ και Ο

(ϐ) το ϱυθµό µεταβολής του διανύσµατος της στροφορµής ως προς τα σηµεία Κ και Ο. ∆ώστε ερµηνεία.

Λύση:

T

m

l φ

K
z

ω

y

x
B

r O

Σχήµα 5.16
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΄Εχουµε κυκλική κίνηση της µάζας. Οι δυνάµεις που ασκούνται είναι το ϐάρος και η τάση του νήµατος.

T sinφ = m
v2

0

r
= mω2r, v0 = ωr

T cosφ = mg

tanφ =
ω2r

g

r=l sinφ
=====⇒ cosφ =

g

ω2l

(α) ∆ιάνυσµα ϑέσης ως προς το σηµείο Κ:

rk = xx̂+ yŷ − l cosφẑ = r cos(ωt)x̂+ r sin(ωt)ŷ − z0ẑ

για t = 0 έχουµε x = r, y = 0, z = z0 = l cosφ.
Στροφορµή ως προς το σηµείο Κ:

Lk = mrk × vk

vk =
drk
dt

= −ωr sin(ωt)x̂+ ωr cos(ωt)ŷ

Lk = m

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

r cos(ωt) r sin(ωt) −z0

−ωr sin(ωt) ωr cos(ωt) 0

∣∣∣∣∣∣
= mx̂ (z0ωr cos(ωt))−mŷ (−z0ωr sin(ωt)) + ẑ

(
ωr2 cos2(ωt) + ωr2 sin2(ωt)

)
⇒ Lk = ml cosφωr cos(ωt)x̂+ml cosφωr sin(ωt)ŷ +mωr2ẑ

|vk| = ωr = v0, Lk = mlv0 cosφ (cos(ωt)x̂+ sin(ωt)ŷ) +mrv0ẑ

Στροφορµή ως προς το σηµείο Ο :

L0 = mr0 × v0

r0 = r cos(ωt)x̂+ r sin(ωt)ŷ, v0 =
dr0

dt
= vk

L0 = mωr2ẑ = mrv0ẑ

(ϐ)

dLk
dt

= mlv0 cosφ (−ω sin(ωt)x̂+ ω cos(ωt)ŷ)

dLk
dt

= mlωv0 cosφ (− sin(ωt)x̂+ cos(ωt)ŷ)

dL0

dt
= 0

Ροπή δυνάµεων ως προς το σηµείο Κ:

Για τη ϱοπή τάσης του νήµατος έχουµε
rk × T = 0

Η ϱοπή ϐάρους είναι
NB = rk ×B, B = −mgẑ

NB =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

r cos(ωt) r sin(ωt) −z0

0 0 −mg

∣∣∣∣∣∣ = x̂ (−mgr sin(ωt))− ŷ (−mgr cos(ωt))

= −mgr sin(ωt)x̂+mgr cos(ωt)ŷ

⇒NB = −mlω2r cosφ sin(ωt)x̂+mlω2r cosφ cos(ωt)ŷ
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⇒ dLk
dt

= NB

Για τη ϱοπή δυνάµεων ως προς το σηµείο Ο έχουµε,

Ροπή ϐάρους = rB

Ροπή τάσης νήµατος = −rT sin(
π

2
+ φ) = −rT cosφ = −rB

εποµένως η συνολική ϱοπή ως προς το Ο είναι µηδέν, και άρα

dL0

dt
= 0

5.2.2 Σύστηµα Σωµάτων – Εσωτερικές ∆υνάµεις, Στροφορµή Κέντρου Μάζας

F12
F21 = - F12

O

r1
r2

Σχήµα 5.17

Για ένα σύστηµα N σωµάτων η ολική ϱοπή είναι το άθροισµα των ϱοπών των δυνάµεων που ασκούνται σε κάθε
σώµα (ϐλ. σχήµα 5.17)

Nολ =

N∑
k=1

rk × Fk

Η δύναµη που ασκείται στο σώµα είναι το άθροισµα των εξωτερικών ως προς το σύστηµα δυνάµεων και των
εσωτερικών δυνάµεων από το ένα σωµατίδιο στο άλλο.

Fk = Fk,εξ + Fk,εσωτ.

Fk,εσωτ. =
N∑
j=1
j 6=k

Fkj

Nολ =

N∑
k=1

rk × Fk,εξ +

N∑
k=1


N∑
j=1
j 6=k

rk × Fkj


Ο δεύτερος όρος µηδενίζεται όπως ϕαίνεται στο προηγούµενο σχήµα:

r1 × F12 + r2 × F21 = r1 × F12 − r2 × F12 = (r1 − r2)× F12

F12‖ (r1 − r2)⇒ (r1 − r2)× F12 = 0

⇒


Nολ =

N∑
k=1

rk × Fk,εξ = Nεξωτ. δυνάµεων

dLολ

dt
=

N∑
k=1

dLk
dt

= Nεξ
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Σύστηµα σωµατιδίων σε σταθερό πεδίο ϐαρύτητας

NB =

N∑
k=1

rk × Fk, Fk = mkg

NB =

N∑
k=1

mkrk × g = MRΚΜ × g

NB = RΚΜ ×B, B =

N∑
k=1

mkg

Εποµένως η ϱοπή του ϐάρους ως προς το κέντρο µάζας είναι µηδέν.

Για τη στροφορµή ως προς το κέντρο µάζας έχουµε

RΚΜ =
1

M

N∑
k=1

mkrk, M =

N∑
k=1

mk

Lολ =

N∑
k=1

Lk =

N∑
k=1

mkrk × vk =

N∑
k=1

mk (RΚΜ + r′k)× (vΚΜ + uk)

=

N∑
k=1

mkRΚΜ × vΚΜ +

N∑
k=1

mkRΚΜ × uk +

N∑
k=1

mkr
′
k × vΚΜ +

N∑
k=1

mkr
′
k × uk

Ισχύει
N∑
k=1

mkuk = 0,

N∑
k=1

mkr
′
k = 0

εποµένως

Lολ = MRΚΜ × vΚΜ +

N∑
k=1

mkr
′
k × uk

Η στροφορµή του συστήµατος ως προς το κέντρο µάζας του συστήµατος είναι

LΚΜ =

N∑
k=1

mkr
′
k × uk

Για τη στροφορµή του κέντρου µάζας ως προς το σηµείο αναφοράς έχουµε

MRΚΜ × vΚΜ = RΚΜ × pολ

5.2.3 Εφαρµογές – Ασκήσεις

Εφαρµογή 1: ∆εύτερος Νόµος του Kepler

rr+Δ
r

Δr

Δs

O

Σχήµα 5.18
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Το εµβαδόν του στοιχειώδους τριγώνου που σχηµατίζεται είναι

∆s =
1

2
r ×∆r

Παρατήρηση: Για το εµβαδόν παραλληλογράµµου ισχύει

E = |r × (r + ∆r)| = |r ×∆r|

το οποίο προκύπτει από τη σχέση
E = |A×B|

Για το εµβαδόν τριγώνου αντίστοιχα ισχύει

Ο
∆
ΑΒ =

1

2
|A×B| A

B

dS

dt
=

1

2
r × dr

dt
=

1

2
r × v

⇒ dS

dt
=

1

2m
L

για ένα σώµα µάζας m. Εάν το κέντρο Ο ασκεί δύναµη στη µάζα m κατά µήκος τους r, κεντρική δύναµη, τότε
η στροφορµή διατηρείται, άρα

dS

dt
= σταθερό µε το χρόνο

άρα σε ίσα χρονικά διαστήµατα η µάζαm που κινείται ως προς το κέντρο Ο σαρώνει ίσα εµβαδά. Παράδειγµα:
΄Ηλιος – Γη.

Εφαρµογή 2: Σκέδαση πρωτονίου από ϐαρύ πυρήνα

b
b

s
υs

υ0

υ0

mp

mp

πυρήνας

υπερβολή

qπ = Zqe
qp = qe

Σχήµα 5.19

Υποθέτουµε τον πυρήνα ακίνητο µε µεγάλη µάζα. Το πρωτόνιο σε µεγάλη (άπειρη) απόσταση αρχικά µε
ταχύτητα v0 έχει µηδενική δυναµική ενέργεια αλληλεπίδρασης µε τον πυρήνα, πλησιάζει σε ελάχιστη απόσταση
s και ανακλάται. Οι δύο ασυµπτωτικές καµπύλες (ευθείες γραµµές) στις οποίες κινείται το πρωτόνιο είναι
ασύµπτωτες ευθείες γραµµές µιας υπερβολής.

Από διατήρηση ενέργειας έχουµε
1

2
mpv

2
0 =

1

2
mpv

2
s + k

qπqp
s

Από διατήρηση στροφορµής (δύναµη κεντρική)

mpv0b = mpvss

όπου b η παράµετρος κρούσης, γνωστή ποσότητα. Η ορµή δεν διατηρείται. Απαλείφουµε το vs και έχουµε

k
zq2
e

s
=

1

2
mpv

2
0

(
1− b2

s2

)
⇒ s = . . .
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Εφαρµογή 3: Σύστηµα που συστέλλεται

Σώµα µάζας m κινείται κυκλικά σε οριζόντιο επίπεδο (όπως στο σχήµα). Πόσο έργο παράγεται εάν η ακτίνα
ελαττωθεί από r0 σε r1; Υποθέτουµε ότι κάθε χρονική στιγµή το σώµα εκτελεί κυκλική κίνηση.

r0 T
υ0

F

F = T

Σχήµα 5.20

Λύση:

Στο σώµα ασκείται η δύναµη T από το νήµα, κάθετη στην ταχύτητα, κατά µήκος της ακτίνας. Η ϱοπή της
τάσης του νήµατος T είναι ίση µε µηδέν, εποµένως από διατήρηση της στροφορµής έχουµε

mv0r0 = mvr, γενικά για κάθε απόσταση

Το σώµα εκτελεί κυκλική κίνηση, άρα η T έχει το ϱόλο της κεντροµόλου δύναµης.

T = m
v2

r
=
m

r

v2
0r

2
0

r2
= m

v2
0r

2
0

r3

Wσυστολής =

∫ r1

r0

T · dr = mv2
0r

2
0

∫ r1

r0

dr

r3
(−1)

T = −T r̂, dr = drr̂

Wσυστολής = −mv2
0r

2
0

(
−1

2

){
1

r2
1

− 1

r2
0

}
=

1

2
mv2

0

(
r2
0

r2
1

− 1

)
Από µεταβολή κινητικής ενέργειας έχουµε

∆Ek = Ek,(µετά) − Ek,(προ) =
1

2
mv2 − 1

2
mv2

0 =
1

2
mv2

0

(
r2
0

r2
1

− 1

)
Εάν r0 > r1 τότε ∆Ek = Wσυστολής > 0. Καταβάλλεται έργοWσυστολής για να ελαττώσουµε την ακτίνα, άρα το σύ-
στηµα δρα σαν να υπάρχει µια εξωτερική απωστική δύναµη που πρέπει να υπερνικήσουµε για να ελαττώσουµε
την ακτίνα κίνησης.

Εφαρµογή 4

∆ύο ίσες µάζεςM συνδέονται µέσω αβαρούς ϱάβδου µήκους l. Το σύστηµα περιστρέφεται σε οριζόντιο επίπεδο
γύρω από το κέντρο της ϱάβδου («ΚΡ») µε γωνιακή ταχύτητα ω. Η µία από τις δύο µάζες συγκρούεται µετωπικά
µε µια τρίτη ακίνητη µάζα M και προσκολλώνται η µία στην άλλη.

(α) Προσδιορίστε το κέντρο µάζας («ΚΜ») του συνολικού συστήµατος λίγο πριν την κρούση και την ταχύτητά
του.

(ϐ) Ποια είναι η στροφορµή του συστήµατος των τριών µαζών ως προς το ΚΜ πριν την κρούση ; Ποια µετά
την κρούση ;

(γ) Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος µετά την κρούση ;

(δ) Πόση είναι η αρχική και τελική κινητική ενέργεια ;
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ΚΡ
(2)

(1) (3)M
M

M
ω

ω

(πριν)

x

y

Σχήµα 5.21

(α) Για τη ϑέση κέντρου µάζας ως προς το κέντρο της ϱάβδου έχουµε

xΚΜ =
−M(l/2) +M(l/2) +M(l/2)

M +M +M
=
l

6

vΚΜ =
1

3M
(Mv1 +Mv2 + 0) = 0

v1 = −ωl
2
ŷ, v2 =

ωl

2
ŷ

(ϐ)

Lπρο = Mr1 × v1 +Mr2 × v2 + 0

= M

(
l

2
+
l

6

)(
ω
l

2

)
(−x̂)× (−ŷ) +M

(
l

2
− l

6

)(
ω
l

2

)
(x̂)× (ŷ)

=
1

2
Mωl2ẑ, x̂× ŷ = ẑ

και
Lµετά = Lπρο

διότι οι δυνάµεις είναι εσωτερικές, άρα η συνολική στροφορµή διατηρείται.
(γ) ∆εν υπάρχουν εξωτερικές δυνάµεις άρα η ταχύτητα του κέντρου µάζας είναι σταθερή, vΚΜ = 0. Το σύστηµα
περιστρέφεται γύρω από το κέντρο µάζας

Lµετά = M

(
l

2
+
l

6

)(
ω′
(
l

2
+
l

6

))
(−x̂)× (−ŷ) + 2M

(
l

2
− l

6

)(
ω′
(
l

2
− l

6

))
x̂× ŷ

= M
2l2

3
ω′ẑ

⇒ 1

2
Ml2ω =

2

3
Ml2ω′

ω′ =
3

4
ω

(δ)

Kπρο =
1

2
Mv2

1 +
1

2
Mv2

2 = Mω2 l
2

4

Kµετά =
1

2
Mv′21 +

1

2
2Mv′2

Kµετά =
1

2
M

(
2l

3
ω′
)2

+
1

2
2M

(
l

3
ω′
)2

=
1

3
Ml2ω′2

Kµετά =
3

16
Ml2ω2

∆K = Kµετά −Kπρο = − 1

16
Mω2l2
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Εφαρµογή 5

Σύστηµα που συστέλλεται καθώς περιστρέφεται λόγω των εσωτερικών δυνάµεων ϐαρύτητας. Mk είναι η µάζα
του ελκτικού κέντρου και m η µάζα του σώµατος (πλανήτη) που έλκεται από το κέντρο και περιστρέφεται.

Eολ = Eκιν + Eδυν =
1

2
mv2 +

(
−GMkm

r

)
Η δύναµη F είναι ακτινική

F = −GMkm

r2
r̂

άρα η στροφορµή διατηρείται.
mv0r0 = mvr ⇒ v =

v0r0

r

Η δύναµη είναι ακτινική, κάθετη στην ταχύτητα στιγµιαία

Eολ =
1

2
m
v2

0r
2
0

r2
− GMkm

r
= E(r)

Emin

rI

Eολ

E

r

1 mυ0
2r0

2

2     r2

GMkm
    r

Σχήµα 5.22

Η ενέργεια παρουσιάζει ελάχιστο όταν
dE

dr

∣∣∣
r=rI

= 0

Εάν E′′(rI) > 0, το σηµείο είναι σηµείο ευσταθούς ισορροπίας.

dE

dr
= −mv

2
0r

2
0

r3
+
GMkm

r2

dE

dr
=
m

r2

(
GMk −

v2
0r

2
0

r

)

⇒ rI =
v2

0r
2
0

GMk

∆ιατήρηση στροφορµής, ϑέση ισορροπίας

vIrI = v0r0 ⇒ vI =
v0r0

rI

Στη ϑέση ισορροπίας έχουµε

rI =
v2
Ir

2
I

GMk
⇒ m

GMk

r2
I

= m
v2
I

rI

εποµένως η δύναµη ϐαρύτητας είναι ίση µε την κεντροµόλο επιτάχυνση λόγω περιστροφής.
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Εφαρµογή 6: Επίπεδη κίνηση

(α) Σε πολικές συντεταγµένες η ταχύτητα γράφεται :

v = vrr̂ + vθθ̂

Πράγµατι

v =
dr

dt
=

d

dt
(rr̂)

=
dr

dt
r̂ + r

dr̂

dt
=

dr

dt
r̂ + r

dθ

dt
θ̂

vr =
dr

dt
, vθ = r

dθ

dt
= rω

(ϐ) Η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου γράφεται :

K =
1

2
M

[(
dr

dt

)2

+ ω2r2

]

Λύση:

K =
1

2
Mv2 =

1

2
M
(
vrr̂ + vθθ̂

)
·
(
vrr̂ + vθθ̂

)
=

1

2
Mv2

r +
1

2
Mv2

θ , r̂ · θ̂ = 0

(γ) Αποδεικνύεται ότι ισχύει :

Eολ = U(r) +
1

2
M

(
dr

dt

)2

+
L2

2Mr2

όπου L η στροφορµή του σωµατιδίου και U(r) η δυναµική ενέργεια, r = |r|.

Λύση:

Η δύναµη F = −∇U = −dU/drr̂ είναι κεντρική, άρα η στροφορµή διατηρείται

L = Mr × v = Mrvθẑ

L = Mrvθ = Mr2ω = σταθερή⇒ vθ =
L

Mr

E = K + E∆ = U(r) +
1

2
M

(
dr

dt

)2

+
1

2
Mr2ω2 = U(r) +

1

2
M

(
dr

dt

)2

+
1

2

L2

Mr2

= V (r) +
1

2
M

(
dr

dt

)2

όπου

V (r) =
L2

2Mr2
+ U(r)

είναι το ενεργό δυναµικό.

(δ)

Fολ = −dV

dr
r̂ = Fολ(r)r̂

Fολ(r) =
L2

Mr3
− dU

dr

Fϕυγοκ =
L2

Mr3
απωστική δύναµη

Για το πεδίο ϐαρύτητας ισχύει

U(r) = −GMkM

r
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Στο σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση του ενεργού δυναµικού V (r) ως προς την ακτίνα r. Ξεχωρίζουµε
δύο περιπτώσεις (ι) E > 0, το σωµατίδιο κινείται από µία ελάχιστη απόσταση µέχρι το άπειρο και (ιι) E < 0,
το σωµατίδιο κινείται ανάµεσα στα δύο σηµεία αναστροφής r1, r2 όπου E = V (r1, r2) και η ακτινική ταχύτητα
εκεί είναι µηδέν.
Το ελάχιστο του ενεργού δυναµικού καθορίζει την ϑέση ισορροπίας

dV

dr

∣∣∣
r=rI

= 0 ⇒ rI =
L2

GMkM2
⇒ Vmin = −M

3G2M2
k

2L2

E>

E

r

E<

Vmin

rισορ

8

σηµεία 
αναστροφής

V(r)

Σχήµα 5.23

(ε) Τρισδιάστατος αρµονικός ταλαντωτης

U(r) =
1

2
kr2 ⇒ F = −dU

dr
= −kr

Ελκτική δύναµη γραµµική
V (r) = U(r) + Uϕυγοκ

(στ) Για τη συνθήκη ισορροπίας έχουµε

r

U(r) =
1

2
kr2

Uϕυγ =
L2

2Mr2

Σχήµα 5.24

dV

dr

∣∣∣
r=rIσ

= 0

dV

dr
= kr − L2

Mr3
,

dV

dr
= 0
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⇒ krIσ =
L2

Mr3
Iσ

⇒ r4
Iσ =

L2

kM
=
M2r4

Iσω
2

kM

⇒ ω2 =
k

M
στη ϑέση ισορροπίας

Fολ = −dV

dr
= −kr +

L2

Mr3

που µηδενίζεται στη ϑέση ισορροπίας.

krIσ︸︷︷︸
δύναµη εξωτερική

ακτινικά

=
M2r4

Iσω
2

Mr3
Iσ

= Mω2rIσ︸ ︷︷ ︸
Κεντροµόλος
επιτάχυνση

5.3 Νόµοι του Kepler – Κίνηση πλανητών

Σε αυτή την παράγραφο µελετάµε την κίνηση ενός σώµατος µάζας M , π.χ. η Γη, στο πεδίο ϐαρύτητας ενός
άλλου ακίνητου σώµατος, π.χ. ο ΄Ηλιος. Η εξίσωση κίνησης είναι :

Ma =
c

r2
r̂ (5.1)

όπου r η απόσταση των δύο σωµάτων και c = −GMMk για το πεδίο ϐαρύτητας του Ηλίου µε µάζα Mk.

Επειδή η δύναµη είναι κεντρική, η στροφορµή διατηρείται, άρα η κίνηση γίνεται σε ένα επίπεδο κάθετο στο
διάνυσµα της στροφορµής. Οι πολικές συντεταγµένες (r, θ) σε αυτό το επίπεδο που ορίζεται από την ταχύτητα
v της µάζας M και το διάνυσµα της ϑέσης r ορίζουν πλήρως το σύστηµα. Θέτουµε

dr

dt
= ṙ,

d2r

dt2
= r̈ και

dθ

dt
= θ̇ ⇒ v = ṙr̂ + rθ̇θ̂

Το διάνυσµα της επιτάχυνσης σε πολικές συντεταγµένες είναι (ϐλ. παράγραφο 1.9 σελ. 12)

a =
(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

(
2ṙθ̇ + rθ̈

)
θ̂ =

(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

1

r

d

dt

(
r2θ̇
)
θ̂ (5.2)

Από τη σχέση (5.1) αντικαθιστώντας την (5.2) έχουµε

M
(
r̈ − rθ̇2

)
=

c

r2
(5.3)

και
d

dt

(
r2θ̇
)

= 0⇒ r2θ̇ = σταθερά στο χρόνο

Για τη στροφορµή έχουµε

L = Mr × v = Mr2 dθ

dt
ẑ

Το L είναι σταθερό διάνυσµα στο χρόνο και είναι L = Lẑ.

L = Mr2θ̇ = σταθερά

⇒ r2θ̇ =
L

M

Η εξίσωση (5.3) γίνεται

r̈ − L2

M2r3
=

c

Mr2

Λύνουµε ως προς τη συνάρτηση w = 1/r

dr

dt
=

dr

dθ

dθ

dt
=

dr

dθ
θ̇ =

dr

dθ

L

Mr2

d2r

dt2
=

d2r

dθ2
(
L

Mr2
)2 − 2L2

M2r5
(
dr

dθ
)2
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dw

dθ
= − 1

r2

dr

dθ

d2w

dθ2
= − 1

r2

d2r

dθ2
+

2

r3
(
dr

dθ
)2

d2r

dt2
= − L2

M2r2

d2w

dθ2

⇒ d2w

dθ2
+ w = −cM

L2
⇒ w = A cos θ − cM

L2

Προσδιορίζουµε το A ως συνάρτηση της ενέργειας

⇒ 1

r
= −cM

L2
+A cos θ (5.4)

E =
1

2
Mv2 +

c

r
=

1

2
M
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
+
c

r
=

1

2
Mθ̇2

[(
dr

dθ

)2

+ r2

]
+
c

r

=
1

2
M

L2

M2r4

[(
dr

dθ

)2

+ r2

]
+
c

r

Αντικαθιστώντας από τη σχέση (5.4) το r και το dr/dθ έχουµε

⇒ A =
cM

L2

√
1 +

2EL2

c2M

Ορίζουµε την εκκεντρότητα ως

ε =

√
1 +

2EL2

c2M

⇒ 1

r
=

1

s
(1− ε cos θ) (5.5)

όπου
1

s
= −cM

L2
> 0, c < 0

Η εξίσωση (5.5) περιγράφει µια κωνική τοµή.

(α) Κύκλος, ε = 0
⇒ r = σταθερό = r0, x2 + y2 = r2

0

(ϐ) ΄Ελλειψη, 0 < ε < 1. Η µία εστία της έλλειψης, δηλαδή ο ΄Ηλιος, στην αρχή των συντεταγµένων (σχήµα
5.25).

r =
s

1− ε cos θ
=

a(1− ε2)

1− ε cos θ

Ο µεγάλος ηµιάξονας είναι A′A/2 = a⇒ A′A = 2a

Γεωµετρική εξίσωση έλλειψης:
OP +O′P = σταθερά = 2a

Ο µικρός ηµιάξονας είναι b = a
√

1− ε2. Το εµβαδόν έλλειψης ισούται µε πab.

θ = 0⇒ OA′ = a(1 + ε)

θ = π ⇒ OA = a(1− ε)

Σε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y):

(x− x0)2

a2
+
y2

b2
= 1, x0 = εa =

√
a2 − b2

1 + ε > |1− ε cos θ| > 0, r = πεπερασµένο

dr

dθ
= 0⇒

{
rmax = a(1 + ε) = OA′

rmin = a(1− ε) = OA
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Ρ

θ

y

x
A

O

r

O´

b

A´

Σχήµα 5.25

(γ) Παραβολή, ε = 1

r =
s

1− cos θ

Ο ΄Ηλιος, εστία της κωνικής τοµής, στην αρχή των συντεταγµένων (σχήµα 5.26)

rmin =
s

2
για θ = π

rmax =∞ για θ = 0 (θ = 0+, θ = 0−)

A

r

xO

P

θ

-s/2

y

Σχήµα 5.26

OA = rmin =
s

2
, εξίσωση παραβολής σε (x, y) συντεταγµένες y2 = 2s

(
x+

s

2

)
(δ) Υπερβολή, ε > 1 (σχήµα 5.27)

dr

dθ
= 0, θ = π, r ≥ 0

θ = π ⇒ OA =
s

1 + ε

r =
s

1− ε cos θ

r →∞ για cos θ1 =
1

ε

∆ύο τιµές θ2 = −θ1. ∆ύο ασυµπτωτικές µε κλίση ±θ1, θ1 < θ < π.

Σε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y) :
(x− x0)2

a2
− y2

b2
= 1
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C A

r

xO

P

θ

Σχήµα 5.27

όπου ορίζουµε
s = a(ε2 − 1), x0 = −εa και b2 = a2(ε2 − 1)

Σχέση µεταξύ εκκεντρότητας και ενέργειας

E =
1

2
M

(
dr

dt

)2

+
1

2
Mr2

(
dθ

dt

)2

+
c

r
=

1

2
M

(
dr

dt

)2

+

[
1

2

L2

Mr2
+
c

r

]
=Vεν(r)

=
1

2
M

(
dr

dt

)2

+ Vεν(r) =
1

2
M

(
L2

M2r4

(
dr

dθ

)2

+ Vεν(r)

)

ε =

√
1 +

2EL2

c2M
,

1

r
=

1

s
(1− ε cos θ)

όπου E η ολική ενέργεια, δηλαδή κινητική και δυναµική ενέργεια.

(α) Για το ενεργό δυναµικό Vεν(r) µπορούµε να ανατρέξουµε στο σχήµα της παραγράφου 5.2.3 , εφαρµογή
5 για το πεδίο ϐαρύτητας, όπου c = −GMkM < 0.

(ϐ) Στην κίνηση του σώµατος µάζας M που περιγράφεται από το Vεν(r) η στροφορµή παραµένει σταθερή,
ακόµη και όταν το σώµα µπορεί να κινηθεί µέχρι το άπειρο.

(γ) ΄Οταν το c > 0, παράγραφος 5.2.3, εφαρµογή 2, σκέδαση ϕορτίου από οµόσηµο ϕορτίο µε απωστική
δύναµη η κίνηση είναι πάντα υπερβολή διότι E > 0⇒ ε > 1.

(δ) ε = 0⇒ E < 0 και
2EL2

c2M
+ 1 = 0

⇒ E = −c
2M

2L2
, c = −GMkM

L = Mvr για την κυκλική κίνηση

E =
1

2
Mv2 − GMkM

r

Για την κυκλική κίνηση δύναµη ϐαρύτητας = κεντροµόλος επιτάχυνση

⇒ GMkM

r2
= M

v2

r
⇒Mv2 =

GMkM

r

⇒ E =
1

2

GMkM

r
− GMkM

r
= −1

2

GMkM

r
< 0
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Ακόµη

L2 = M2v2r2 = GMkM
2r ⇒ r = r0 =

L2

GMkM2

⇒ E = −1

2

G2M2
kM

3

L2
= −c

2M

2L2

Εποµένως για ε = 0 έχουµε κίνηση µε σταθερή ακτίνα r0 = L2/GMkM
2 και αρνητική ενέργεια.

(ε) Emin < E < 0, Emin = −1

2

G2M2
kM

3

L2
⇒ 0 < ε < 1, έλλειψη

Υπολογισµός του Emin:
dVεν

dr
= 0⇒ − L2

Mr3
+
GMkM

r2
= 0, r 6=∞

⇒ r0 =
L2

GMkM2

⇒ Emin = 0 +
L2

2Mr2
0

− GMkM

r0
= −1

2

G2M2
kM

3

L2

(στ) ε > 1 ⇔ E > 0 Κίνηση µέχρι το r → ∞ µε v∞ οριακή ταχύτητα διάφορη του µηδενός και E =
(1/2)Mv2

∞ > 0 για r → ∞, στροφορµή L = Mv∞H σταθερή, όπου H είναι η κάθετη απόσταση του
κέντρου Ο από την ασύµπτωτη της κίνησης.

(Ϲ) Για E = 0 ⇒ ε = 1 είναι η οριακή τιµή οπου έχουµε κίνηση µέχρι το άπειρο και η υπερβολή γίνεται
παραβολή. Η ταχύτητα τείνει στο µηδέν στο άπειρο αλλά η στροφορµή είναι σταθερή.

Νόµοι του Kepler

1. ΄Ολοι οι πλανήτες διαγράφουν ελλειπτικές τροχιές, µε τον ΄Ηλιο σε µια από τις εστίες της τροχιάς.

2. Το διάνυσµα ϑέσης, µε αρχή τον ΄Ηλιο και τέλος έναν πλανήτη, διαγράφει ίσα εµβαδά σε ίσους χρόνους.

3. Τα τετράγωνα των περιόδων περιφοράς είναι ανάλογα προς τους κύβους των µεγάλων ηµιαξόνων των
αντίστοιχων ελλείψεων

T 2 =
4π2

GMk
a3

Ηλιακό Σύστηµα

Μονάδα µέτρησης των Αστρονοµικών αποστάσεων είναι η Αστρονοµική Μονάδα (ua, AU) µήκους

1ua = 1, 495× 1011m

ισούται µε το µήκος του µεγάλου ηµιάξονα περιστροφής της Γης γύρω από τον ΄Ηλιο.

Πίνακας µε στοιχεία των Πλανητών :

Πλανήτης Ηµιάξονας Περίοδος (s) Εκκεντρότητα Κλίση

Ερµής 0, 387 7, 60× 106 0, 2056 7000′

Αφροδίτη 0, 723 1, 94× 107 0, 0068 3024′

Γη 1 3, 16× 107 0, 0167 −−
΄Αρης 1, 523 5, 94× 107 0, 0934 1051′

∆ίας 5, 202 3, 74× 108 0, 0481 1081′

Κρόνος 9, 554 9, 30× 108 0, 0530 2029′

Ουρανός 19, 218 2, 66× 109 0, 0482 0046′

Ποσειδώνας 30, 109 5, 20× 109 0, 0054 1046′

Πλούτωνας 39, 60 7, 82× 109 0, 251 1708′

Κοµήτης του Halley −− 2, 38× 109 0, 967 162030′

Πίνακας 5.1
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Μικρή εκκεντρότητα⇒ το σχήµα της τροχιάς πλησιάζει τον κύκλο.
Κλίση είναι η γωνία του διανύσµατος στροφορµής του αντίστοιχου πλανήτη µε το διάνυσµα στροφορµής της
Γης.

Εφαρµογή 7

΄Ενας δορυφόρος έχει µάζα m και κινείται µε ταχύτητα v0 σε κυκλική τροχιά ακτίνας r0 γύρω από τη Γη. Η
Γη ϑεωρείται σφαιρική και έχει µάζαM . ΄Ενα ϐλήµα µάζας m εκτοξεύεται από την επιφάνεια της Γης ακτινικά
συγκρούεται µε τον δορυφόρο µε ταχύτητα v0 και ενσωµατώνεται σε αυτόν δηµιουργώντας ένα συσσωµάτωµα
µάζας mσ = 2m. α) Εξηγήστε γιατί η στροφορµή L των δυο σωµάτων ως προς το κέντρο της Γης παραµένει
σταθερή και ϐρείτε την τιµή της. ϐ) Βρείτε την ολική ενέργεια Eoλ που ϑα έχει το συσσωµάτωµα που σχη-
µατίζεται µετά τη σύγκρουση. γ) Αν η Eoλ είναι αρνητική, το συσσωµάτωµα ϑα κινηθεί σε κλειστή τροχιά,
που είναι κύκλος ή έλλειψη. ∆είξτε ότι στη συγκεκριµένη περίπτωση η τροχιά του συσσωµατώµατος ϑα είναι
ελλειπτική. δ) Χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης της στροφορµής, ϐρείτε την ελάχιστη r1 και τη µέγιστη
r2, απόσταση του συσσωµατώµατος από τη Γη, καθώς αυτό κινείται στην ελλειπτική του τροχιά. Εκφράστε τα
αποτελέσµατα συναρτήσει της ακτίνας r0. ε) Για να ακολουθήσει παραβολική τροχιά το συσσωµάτωµα πόση
ϑα πρέπει να είναι η αρχική ταχύτητα του ϐλήµατος ;

(α) Η δύναµη που ασκείται στα δύο σώµατα, δορυφόρο και ϐλήµα, είναι η δύναµη της ϐαρύτητας από τη Γη
δηλαδή µία κεντρική δύναµη άρα η ϱοπή της δύναµης είναι µηδέν και ισχύει dLπ%o

dt = dLδ
dt +

dLβ
dt = 0 + 0 = 0

άρα τελικά η στροφορµή του συστήµατος δορυφόρος - ϐλήµα διατηρείται.

Lδ = mr0v0ẑ, Lβ = 0 ⇒ Lµετα = Lπ%o = Lδ +Lβ = mr0v0ẑ

(ϐ) ∆ιατήρηση ορµής κατά τη κρούση τω δύο σωµάτων δορυφόρος - ϐλήµα:

mv1 +mv2 = 2mu⇒ v1 + v2 = 2u

Τα δύο διανύσµατα v1 = v0θ̂,v2 = v0r̂ για τον δορυφόρο και το ϐλήµα αντίστοιχα είναι κάθετα µεταξύ τους
άρα το διάνυσµα 2u είναι στην υποτείνουσα του τριγώνου:

⇒ v2
1 + v2

2 = 4u2 ⇒ 2v2
0 = 4u2 ⇒ u =

v0√
2

Η ολική ενέργεια του συσσωµατώµατος µετά την κρούση είναι :

Eoλ,µ = K + U =
1

2
2mu2 − GM2m

r0
=

1

2
mv2

0 − 2
GMm

r0

(γ) Ο δορυφόρος εκτελούσε κυκλική τροχιά πριν την κρούση άρα απο τον νόµο του Νεύτωνα έχουµε

m
v2

0

r0
=
GMm

r2
0

⇒ mv2
0 =

GMm

r0

Αντικαθιστώντας στην σχέση για την Eoλ,µ ϐρίσκουµε

Eoλ,µ =
1

2

GMm

r0
− 2

GMm

r0
= −3

2

GMm

r0

αρνητική ολική ενέργεια για το συσσωµάτωµα.
Το συσσωµάτωµα µάζας mσ = 2m ϕεύγει υπό γωνία φ = π

4 ως προς την ακτίνα άρα αποκλείεται να κάνει
κυκλική τροχιά.
Για επαλήθευση υπολογίζουµε την εκκεντρότητα

ε =

√
1 +

2Eoλ,µL2

(GM2m)22m

όπου

L2 = (mr0v0)2 = m2r2
0

GM

r0
= GMm2r0

Eoλ,µ = −3

2

GMm

r0

⇒ ε =

√
1− 3

8
=

√
5

8
< 1
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Η κίνηση του συσσωµατώµατος είναι ελλειπτική.

(δ) Το συσσωµάτωµα απέχει την µικρότερη r1 και την µεγαλύτερη r2 απόσταση από την Γη σε αντιδια-
µετρικές ϑέσεις επάνω στον µεγάλο άξονα της έλλειψης όπου η ταχύτητα του είναι αντίστοιχα u1 και u2. Τα
διανύσµατα της ταχύτητας εκεί είναι κάθετα στα διάνυσµατα ϑέσης r1 ⊥ u1, r2 ⊥ u2.
Από τον νόµο διατήρησης της στροφορµής έχουµε

L = mr0v0 = 2mr1u1 = 2mr2u2

Από την διατήρηση της Ενέργειας ϐρίσκουµε την εξίσωση που µας δίνει την απόσταση από τη Γη

Eoλ,µ = −3

2

GMm

r0
και Eoλ,µ =

1

2
2mu2

1 −
GM2m

r1

εκφράζοντας την ταχύτητα µέσω της στροφορµής ϐρίσκουµε

Eoλ,µ =
L2m

4m2r2
1

− GM2m

r1

⇒ m2r2
0v

2
0m

4m2r2
1

− 2
GMm

r1
= −3

2

GMm

r0

Θέτωντας x = 1
r έχουµε το τριώνυµο αx2 + βx+ γ = 0 όπου

α =
m2r2

0v
2
0

4m
=

1

4
GMmr0, β = −2GMm, γ =

3

2

GMm

r0

µε λύση

x1,2 = − β

2α
± 1

2α

√
β2 − 4αγ

αντικαθιστώντας τα α, β, γ και β2 − 4αγ = 5
2G

2M2m2 στη λύση ϐρίσκουµε

x1,2 =
4

r0
±
√

10

r0
⇒ r0

r1,2
= 4±

√
10

Τελικά r1
r0

= 4−
√

10
6 και r2r0 = 4+

√
10

6 .

(ε) Για να ακολουθήσει το συσσωµάτωµα παραβολική τροχιά ϑα πρέπει Eoλ,µ = 0 άρα

1

2
2mu2 =

GM2m

r0
⇒ u2 = 2

GM

r0

Από τη σχέση για την αρχική ταχύτητα v2
0 = GM

r0
ϐρίσκουµε

u2 = 2v2
0 ⇒ u =

√
2v0

Από την αρχική σχέση
v2

1 + v2
2 = 4u2 ⇒ v2

0 + v2
2 = 8v2

0 ⇒ v2 =
√

7v0

5.3.1 Το πρόβληµα των δύο σωµάτων, ανηγµένη µάζα

Κεντρική δύναµη

U = U(r), F = −dU

dr
r̂

RΚΜ =
m1r1 +m2r2

m1 +m2

Νόµος του Νεύτωνα

m1
d2r1

dt2
= F12 = F (r)r̂

m2
d2r2

dt2
= F21 = −F (r)r̂
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O

m1

r2
RΚΜ

m2

r = r1 - r2

Σχήµα 5.28

mR̈ΚΜ = m1r̈1 +m2r̈2 = F (r)r̂ − F (r)r̂ = 0

⇒ RΚΜ = vΚΜt+RΟΚΜ

r = r1 − r2

d2r

dt2
=

d2r1

dt2
− d2r2

dt2
=

1

m1
F (r)r̂ +

1

m2
F (r)r̂

r̈ =

(
1

m1
+

1

m2

)
F (r)r̂ =

1

µ
F (r)r̂

1

µ
=

1

m1
+

1

m2
⇒ µ =

m1m2

m1 +m2
, ανηγµένη µάζα

⇒ µ
d2r

dt2
= F (r)

Για το πεδίο ϐαρύτητας έχουµε

µ
d2r

dt2
= −Gm1m2

r2
r̂

Κίνηση ενός σώµατος µάζας µ γύρω από το σώµα 2 που το ϑεωρούµε ακίνητο. Η ανηγµένη µάζα µ είναι
µικρότερη από τα m1 και m2.

Στροφορµή ως προς το κέντρο µάζας :

m1r
′
1 +m2r

′
2 = 0, m1u1 +m2u2 = 0

L = m1r
′
1 × u1 +m2r

′
2 × u2 = (r′1 − r′2)×m1u1

m1u1 =
m

m
m1u1 =

m1

m
(m1u1 +m2u1) =

m1

m
(−m2u2 +m2u1) =

m1m2

m
(u1 − u2)

r = r′1 − r′2,
dr

dt
= u1 − u2

L = µr × dr

dt

Για τα διανύσµατα r′1 και r′2 ισχύει ακόµη ότι :

r′1 =
m2

m1 +m2
r, r′2 = − m1

m1 +m2
r

Παρατήρηση: Στο σύστηµα Γη - ΄Ηλιος όπουm1 = MΓης καιm2 = MHλιoυ ' 3× 105MΓης για τις αποστάσεις
από το Κέντρο Μάζας του συστήµατος έχουµε τη σχέση r′1 ' 3 × 105 r′2. Εάν υποθέσουµε ότι η απόσταση r′1
είναι ίση µε µία Αστρονοµική Μονάδα, r′1 ' 1, 5× 108 Km τότε για την απόσταση r′2 του ΄Ηλιου από το Κέντρο
Μάζας του συστήµατος ϐρίσκουµε r′2 ' 500 Km µόνο, δηλαδή µικρότερη κατά πολύ από την ακτίνα του ΄Ηλιου.

Ενέργεια ως προς το κέντρο µάζας :

E =
1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2 + U(r) =

1

2
µ

(
dr

dt

)2

+ U(r)
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Απόδειξη.

u =
dr

dt
, µu2 = µ (u1 − u2)

2
= µu2

1 + µu2
2 − 2µu1u2

= m1u
2
1

m2

m
+m2u

2
2

m1

m
+

m1m2

m1 +m2
u2

1

m1

m2
+

m1m2

m1 +m2
u2

2

m2

m

= m1u
2
1

m1 +m2

m1 +m2
+m2u

2
2

m1 +m2

m1 +m2
= m1u

2
1 +m2u

2
2
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